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Premiére partie

Processus Stochastiques



1. ELEMENTS DE LA THEORIE DES PROBABILITES

La théorie des probabilités a pour objectif de représenter des états ou des événements ayant
trait a des systémes pour lesquels ’observateur ne dispose pas d’une information compléte lui
permettant de décrire exactement ce systéme. Ainsi, une variable peut étre aléatoire pour un
observateur et non pour un autre. Par exemple, si on observe un avion évoluant dans le ciel
depuis le sol, les mouvements de cet avion sont pour nous en grande partie imprévisibles car
nous ne connaissons pas les décisions que le pilote va prendre dans le futur. Pour un contréleur
du ciel, en liaison radio avec le pilote, le mouvement de I’avion est davantage prévisible grace aux
informations que lui fournit celui-ci. Enfin, pour le pilote lui-méme, les mouvements de son avion
sont trés prévisibles du fait qu’il agit lui-méme sur les gouvernes. Il reste cependant une part
d’aléa (faible, heureusement !) du fait que le pilote ignore les perturbations atmosphériques qu’il
est susceptible de rencontrer sur son parcours. Enfin, si nous étions capables de modéliser et de
mesurer parfaitement tous les éléments qui agissent sur le mouvement de cet avion (commandes
du pilote, perturbations et leurs effets,...), son comportement ne serait plus du tout aléatoire.
De méme, lorsqu’on lance une piéce de monnaie en ’air et qu’on observe sur quelle face elle
va retomber, pour nous, la variable pile ou face est parfaitement aléatoire. Cependant, une
modélisation parfaite de la piece, de I'état de 'air dans lequel elle est plongée, une mesure
parfaite de sa vitesse, ... devraient permettre de déterminer le résultat de I'expérience. C’est
parce que nous sommes incapables de faire cette modélisation ou que nous y renoncons qu’il
est nécessaire d’introduire cet outil de représentation que sont les probabilités.

Cette représentation repose sur la notion de mesure au sens de ’analyse fonctionnelle. La
connaissance qu’on a sur une quantité aléatoire, dont on connait le domaine d’appartenance,
sera représentée a travers une pondération des points ou sous ensembles de ce domaine, plus
ou moins forte en fonction du degré de confiance qu’on attribue a telle ou telle zone.

1.1. Définitions

1.1.1. Espace probabilisé

On considére un univers €2, un ensemble d’événements élémentaires qui seront susceptibles
de décrire un systéme. Chaque élément de I'univers ) est appelé possible. Afin d’énumérer
de maniére exhaustive toutes les combinaisons imaginables de possibles, on construit la tribu
engendrée par 2. Chaque élément w de la tribu est appelé événement.

Définition 1. Une tribu 7 (Q2) est un ensemble des parties de €} qui posséde les propriétés
suivantes :

— Qe T (Q) (Tous les possibles sont dans la tribu)

-~ WA bnen €T (Q), U, An € T () (Stabilité par union dénombrable)

- VAeT (Q),Q\A T (Q) (L'événement "non A" est dans la tribu).

Ainsi, on trouve dans la tribu toutes conjonctions de possibles (union) et toute absence
possibles. De ce fait, une tribu est aussi appelée o-algébre.

A chaque événement w € 7 () ainsi défini, on attribue un certain "poids" destiné a
mesurer la possibilité que cet événements se réalise. Pour mesurer la probabilité d’occurrence



d’un élément w de la tribu, on introduit donc une application P sur I'espace 7 (£2) a valeurs
dans l'intervalle [0, 1] C R. Cette application doit vérifier les propriétés suivantes.

Définition 2. Une probabilité P est une application de T (2) — [0, 1] telle que :
- VAeT(Q), P(A) >0
~PQ) =1, P(&) =0
~V{Abhen €T(Q) /n#m = A, NA,=2,P(U,4,) = >, P(Ay) (Propriété dite
de sigma-additivité).

Le triplé (2,7 (£2),P) s’appelle un espace probabilisé.

Cette définition rejoint naturellement la notion intuitive de probabilité. En particulier, la
probabilité de sigma-additivité décrit que la probabilité de que A "arrive" ou que B "arrive"
est la somme de la probabilité de chacun des événements si ceux-ci sont exclusifs I'un de ’autre.

Cette application ainsi définie posséde donc toutes les propriétés d’une mesure positive
bornée (mesure de Radon). C’est pour cette raison que la théorie des probabilités repose sur
la théorie des mesures. La quantité P (A) correspond & la notion intuitive de "probabilité pour
que I’ensemble d’événements contenus dans A se réalise".

Remarque 3. Ce point est trés important car il fait toute ’originalité de théorie des probabi-
lités : comme on ne peux pas étre "sir" qu’un événement se réalise, on se contente de "mesurer”
la possibilité que celui-ci se réalise avec un certain nombre réel mesurant le niveau de confiance
qu’on accorde a I'événement. Si ce nombre est égale a1, on est "str™ que I'événement se réalise.
S’il est égale a 0, cet événement est impossible et entre les deux ...

1.1.2. Probabilité conditionnelle - Evénements indépendants
La probabilité conditionnelle d'un élément de 7 (2) se définit comme :

Définition 4. La probabilité conditionnelle de I'événement A sachant B tel que P (B) > 0 est

définie par :
P(ANB)

Deux événements sont dits indépendants si la réalisation de I’'un ne modifie pas la probabilité
de réalisation 'autre.

Définition 5. Les événements A et B sont indépendants si P(A|B) = P(A) ou bien P(B|A) =
P(B).

Par conséquent, en vertu de la définition 4, deux événements indépendants sont tels que
P(AN B) =P(A)P(B).

La regle dite de "Bayes" est une formule qui permet d’inverser le conditionnement des
probabilités conditionnelles. Rappelons en son énoncé.

Théoréme 6. Régle de Bayes : VA, B € T(Q) tel que P(B) >0, on a :

P(B|A)P(A)

P(AIB) = = 5

Preuve. Cette formule s’obtient immédiatement en utilisant la définition 4 et le fait que
P(ANB)=P(BNA). On en déduit en effet que
P(A[B)P(B) =P (B|A)P(A)

'La terminologie exacte est "presque str"



1.2. Variables aléatoires

Dans la pratique, il est illusoire de travailler directement sur ’espace des possibles qui sont a
la source des phénomeénes que 1’on souhaite décrire. Aussi, est-on rapidement amené a mesurer
leurs effets a travers des quantités physiques (variables réelles continues telles que tension,
fréquence d’un signal, vitesse d’un mobile, température, concentration d’un produit ...), ou bien
par un ensemble de "symboles", en nombre fini ou seulement dénombrable. Il s’agit par exemple
d’une situation ou plusieurs modes de fonctionnement d’un systéme sont possibles, chacun étant
décrit par un symbole particulier. De telles quantités engendrées par des événements aléatoires
s’appellent variables aléatoires. Les espaces de réalisation de ces variables aléatoires seront donc
isomorphes a des espaces vectoriels tels que R ou R™ pour les variables continues et 4 N ou une
partie de N pour des variables discrétes.

Définition 7. Une variable aléatoire est une application X de ) — E ou E est I’espace des
réalisations (R, R™, N, ...) telle que :

VAeT (E),{weQ/ X(w)e A} € T (Q)
Sa mesure de probabilité, dite probabilité image, est définie par :
VAeT (E),Px(A) =Pq(wef/ X(w)e A

Cette formulation permet de travailler alors sur la probabilité image plutot que sur celle
définie sur l’espace probabilisé (€2, 7 (€2),Pq), soit 'espace (E,7 (E),Px), celui-ci étant géné-
ralement plus aisé a manipuler dans les cas cités.

Notation 8. Dans la suite, nous noterons indifféremment Px (A) ou P (X € A) en fonction du
contexte. La premiére écriture se référe plutot a I'idée de mesure d’un ensemble A alors que la
seconde illustre davantage ’aspect "probabilité que I'événement A se réalise". Naturellement,
ces deux notions se confondent. Par exemple, pour deux événements A et B de la tribu, on
écrira :

Px(ANB)=P(X € ANX € B)
ot le symbole X € AN X € B désigne la conjonction de X € A et X € B.

1.2.1. Variables aléatoires réelles scalaires

Dans le cas © = R, la tribu engendrée s’appelle la tribu de Borel (Notée B(R)), tribu
engendrée par les intervalles ouverts (ou fermé) de R, en particulier ’ensemble des intervalles
du type {(—o0,z],z € R}. La probabilité d’'un élément de B(R) s’écrit alors en utilisant la
théorie classique de la mesure sur R :

YA€ BR),Px(4) = [ Px(dz)
A
ou Px (dx) désigne la différentielle de la mesure qui s’interpréte comme la mesure de Uintervalle
infinitésimal [z, x + dz].

Notation 9. On note parfois I'élément différentiel de la mesure dPx (x). Nous préférerons
ici la notation Px (dx) qui fait apparaitre explicitement la mesure, en tant qu’application qui
I'intervalle infinitésimal dx associe le nombre réel Px (dx). Pour étre exhaustif, il serait nécessaire
de préciser que la mesure s’applique a un intervalle situé au voisinage du point x, soit Px (dx, x)
traduisant par la clairement que la mesure s’applique a U'intervalle [x, x + dz|. nous n’utiliserons
pas celle-ci ici parce que jugée trop lourde.



Fonction de répartition et densité de probabilité

On peut décrire toute variable aléatoire X réelle exhaustivement & travers la mesure Py de
'ensemble des intervalles qui engendrent la tribu B(R), soit {Px ((—o0, z]),z € R}, en utilisant
la propriété de sigma-additivité. C’est ce que fait la primitive de la mesure Py qualifiée dans
ce contexte de fonction de répartition :

Définition 10. La fonction de répartition de la variable aléatoire réelle X est une fonction
continue & droite définie par :

T

Vr € R, Fx(x)=Px ((—o0,z]) = / Py (dx)

—00

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle posséde les propriétés suivantes.
Propriété 11. Vz € R, Fx(z) > 0

Propriété 12. lim Fx(z) =0

T——00

Propriété 13. lim Fx(z) =1

Propriété 14. Fx(x) est croissante et Va,b € R, Px (Ja,b]) = Fx(b) — Fx(a)

La propriété 11 résulte du fait qu’une probabilité est toujours positive. La propriété 12
viens de Py (&) = 0 et la propriété 13 de Px (E) = 1. La propriété 14 résulte de la propriété
de sigma-additivité de la probabilité Py. En effet :

Px (Ja, b)) = P(X €la,b])
= P(X<bAX>a)
= 1-P(X>bVvX<a)
= 1-(P(X>b)+P(X <a))
— 1-(1-P(X<H+P(X <a)
= P(X<b)-P(X <a)

La mesure de probabilité Py d’une variable aléatoire X réelle peut donc étre vue comme la
dérivée, au sens des distributions de sa fonction de répartition.

Décomposition des mesures de probabilité

Un théoréme important da & Lebesgue précise la nature topologique des mesures.

Théoréme 15. Toute mesure de probabilité se décompose de maniére unique comme la somme
d’une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et d’une mesure sin-
guliére.

Rappelons que la mesure de Lebesgue est la mesure qui associe a tout intervalle [a, b] sa
longueur, soit b — a. Sur R, elle on note sa différentielle sous la forme dz. Une mesure singuliére,
ou étrangére, est une mesure non nulle sur un ensemble de mesure nulle par rapport a la mesure
de Lebesgue. L’exemple type de mesure singuliére est la mesure de Dirac qui charge un point,
ensemble qui est bien de mesure nulle par par rapport & la mesure de Lebesgue.

De plus, la partie singuliére peut étre décomposée de maniére unique en une partie continue
et une partie discréte. Cette partie discréte se défini comme une mesure qui charge un ensemble
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de points. C’est donc une combinaison linéaire de mesures de Dirac. I’exemple type de mesure
singuliére continue sur R est I’escalier de Cantor. A observer cet exemple, on peut sans grand
risque conclure que les mesures singuliéres sur R se réduisent & leur partie discréte. Si on
écarte donc la composante quelque peu exotique qu’est la partie singuliere continue, on pourra
considérer qu’une mesure de probabilité sur R s’écrit en général :

Vo € R, Py (dz) = px (z)dz + Y _ p,0s, (dz) (1.1)
i€l

ol px (x) désigne la partie continue de la mesure, dite "diffuse", Z est un ensemble (dénom-
brable) d’indices, 0., (z) est la mesure de Dirac concentrée au point z; et p; la charge de ce
point. On note parfois, de maniére moins rigoureuse, d,, (dz) = d,, () dx. La normalisation de

cette mesure impose que :
[px@dr ey p=1
R i€T
Si on considére la mesure de l'intervalle infinitésimal [z, z + dx], on peut donc écrire :

P(dx) = px(x)de,Vo ¢ {z;,i €T}
pi, Vo = x;

Dans le cas ou la fonction de répartition est dérivable (mesure absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue), cette mesure se résume a sa densité définie par :

Définition 16. La densité de probabilité d’une variable aléatoire X est la dérivée (ordinaire)
de sa fonction de répartition.

px (v) A

Remarque 17. Une densité de probabilité posséde une dimension, inverse de la dimension de
la variable X .

Remarque 18. Si la fonction de répartition comporte des points de discontinuité, la dérivée
au sens des distributions en ces points est une distribution, mesure de Dirac en ce point dont
la masse est égale a I'amplitude de la discontinuité.

Moments et cumulants d’une variable aléatoire réelle

La définition de la mesure de probabilité permet d’introduire la notion d’espérance mathé-
matique qui s’interpréte comme la valeur moyenne d’une fonction quelconque d’une variable
aléatoire réelle.

Définition 19. L’espérance mathématique de la fonction ¢ : R — R mesurable vis-a-vis de la
mesure de probabilité Px(x) de la variable aléatoire réelle X est égale a I'intégrale :

Elg] = / o(2)Px (dz)

Si on considére la décomposition de la mesure en sa partie continue et sa partie discréete 1.1,
on obtient la décomposition de ’espérance suivante :

Elg] = / p@px(@)dz + 3 pap (2:)

1€l



Dans le cas d’une loi & densité, cette intégrale se calcule dans le sens usuel comme intégrale de
Lebesgue :

Elg] = / o(@)px (x)dz

Si la fonction ¢ est égale a une puissance de x, on parle de "moments" de la variable
aléatoire. C’est un autre moyen de caractériser la loi d’une variable aléatoire a travers ce qu’on
appelle sa fonction caractéristique.

Définition 20. Le moment d’ordre n d’une variable aléatoire X de mesure de probabilité
Px (x) est le réel défini par :

M, é/m"IP’X(d:U)
R

Définition 21. Le moment centré d’ordre n d’une variable X de mesure de probabilité Px (z)
est le réel défini par :

W, 2 [ (o " Bl
R
ou ji est la moyenne de X.

Définition 22. La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X est la fonction analytique
®y : R — C définie comme la transformée de Fourier inverse de sa mesure de probabilité, soit :

Ox(u) = E[e"]
= /Rei“le’X(dx)

Si on développe cette expression, on obtient I’expression analytique de la fonction caracté-
ristique & partir de ses moments M,, = E[z"] :

ov =3

n>0

Ainsi, la loi de probabilité d’une variable aléatoire est parfaitement définie & partir de
I’ensemble de ses moments.

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle étant telle que ®x(0) = 1, le
logarithme népérien de celle-ci est bien défini au voisinage de 0. Cette fonction est appelée
fonction génératrice des cumulants. Les coefficients de son développement en série de Taylor
sont les cumulants de la variable aléatoire.

Définition 23. Si une variable aléatoire réelle posséde ® x(u) comme fonction caractéristique,
ses cumulants C,, sont définis par :

og(@x(w) = 3" "¢, (1.2

n>1

1.2.2. Variables aléatoires vectorielles

La plupart des notions introduites pour décrire les variables aléatoires réelles scalaires
peuvent étre étendues aux variables aléatoires réelles vectorielles, comme on étend la notion
de mesure sur R a celle des mesures sur R™. A une variable aléatoire X € R™ de composantes
(X1, ..., X,), on associe sa mesure de probabilité multi-dimensionnelle Py définie sur la tribu
de Borel B(R™). On écrira :

VA € BR™), Py(A) = / Py, . (dz1...dz,)
A



Fonction de répartition

La tribu de Borel B(R")est la tribu engendrée par les pavés ouverts (ou fermé) de R™, en
particulier I’ensemble des intervalles du type {(—o0, 1] X ... X (=00, x,],V (21, ..., z,) € R"}. Si
on note X = [X;...X,,]T les coordonnées de la variable aléatoire X, la fonction de répartition
multi-variable est définie comme la primitive de sa mesure de probabilité :

Définition 24. La fonction de répartition d’une variable aléatoire vectorielle de R™ est une
fonction de R™ dans R définie par :

Fx(ﬂfl, ,fL‘n) = P(Xl S T NN Xn S In)

Définition 25. La mesure de probabilité d’une variable aléatoire de R™ est définie, au sens des
distributions, comme la mesure satisfaisant la relation suivante :

FX(ml,...,xn):/ / Py x(dz1, .dz,)

Contrairement au cas scalaire, les ensembles de R" qui sont de mesure nulle ne sont pas
rares. Il suffit de considérer un sous-espace de dimension < n, comme une droite dans R? ol une
surface dans R3. La décomposition des mesures en leurs parties absolument continues, singuliére
et discrete est donc peu utilisable en pratique.

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire vectorielle se défini comme la transformée
multi-variable de sa mesure de probabilité. Si on note :

n
Ty = wy
k=1
le produit scalaire de R", on aura :

Définition 26. La fonction caractéristique d’une variable aléatoire vectorielle de R" de mesure
de probabilité Px, . x, est la transformée de Fourier inverse a plusieurs variables de cette mesure
de probabilité :

T

Ox(u) = Ele™ 7]
_ /R TRy (d)

= /.../eiz/ﬁlxkukpxlmxn (dl’ldl‘n)
R R

Lois marginales

Dans le cas vectoriel, il est possible de définir la loi marginale d’'une des composantes de la
variable comme étant la loi qui régit cette variable, indépendamment des valeurs que peuvent
prendre les autres composantes.

Définition 27. La loi marginale de la variable X;, composante de la variable X € R" est
définie comme :

VA€ B(R), Py (A) :// .../le,,,.,xn<dx1,...dxn)
R A R

ol la sommation sur I'espace A est relative a la variable x;.

Dans le cas d’'une mesure a densité (absolument continue par rapport a la mesure de Le-
besgue), on obtient la densité marginale de la variable X; par ’expression suivante :

Vo, € R, px,(z;) = / Pxy X0 (X1, oy T )d2y . di g dy. . dy,
Rnfl

ou la sommation est restreinte a 'ensemble {xy, ...,z 1,211, ...xp }-

10



Probabilité conditionnelle

Considérons deux variables aléatoires X et Y, conjointement distribuées selon une mesure
de probabilité conjointe Py, x. On souhaite définir la mesure de probabilité conditionnelle Py x.
Si on se réfere a la définition générale 4, cette mesure peut étre définie comme suit.

Définition 28. La mesure de probabilité conditionnelle de la variable Y € R sachant X € R
est la mesure de probabilité Py x telle que :

P(YeBAX € A)

VA,BEB(R) /P(X €A)>0, P(Y €eB|X€A)= P(X € A)

(1.3)

Cette premiére définition demeure incompléte. En effet, un probléme se pose évidemment
si P(X € A) = 0, la définition n’ayant plus de sens. Or, dans son utilisation pratique, si par
exemple X est un processus observé (connu), on souhaiterais définir ce que devient la mesure
de probabilité de Y quand on observe X = x (et non pas X € A). Il est donc naturel de
chercher a définir formellement P (Y € B|X = ), quand bien méme X = z est une événement
de probabilité nulle si la mesure Px est diffuse (absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue). Pour ce faire, on introduit cette probabilité conditionnelle par un procédé limite
comme suit :

P(Y € BAX €]z, z + dx])
B YeBIX=1)2 li
vBEeBR), PV € BIX =2) = I ——p e ]

La probabilité conditionnelle apparait alors définie & partir d’un procédé de type dérivation
(dite dérivé de Radon-Nikodym [1]).

Ainsi, pour z fix¢, P (Y € B|X = ) est une mesure de probabilité. En revanche, pour B
fixé, P (Y € B|X = x) est une fonction de z (et non pas une distribution). Ceci revient a définir
la probabilité conditionnelle comme étant la fonction qui satisfait :

Définition 29. La mesure de probabilité conditionnelle de la variable Y € R sachant X = x
est la mesure de probabilité Py |x fonction de x qui vérifie la relation :

VA, BeBR), P(Ye BANX € A) = /]P’(YGB|X:x)dIPX(m) (1.4)
A

Pour garantir la consistance de cette définition, il faut s’assurer que P (Y € B|X = z) est
bien définie et unique. De fait, comme (AN B) C A, il est clair que :

VA, BeBR), P(Ye BAX e A)<P(X €A

Par conséquent, VA € B (R) tel que P(X € A) = 0, nécessairement P (Y € BA X € A) = 0.
L’application du théoréme de Radon-Nikodym permet de conclure que P (Y € B|X = z) est une
densité (par rapport a x), donc une fonction et que, par conséquent, P (Y € B|X = x) est défini
de maniére unique par l'expression 1.4. (Plus précisément, il n’existe pas de fonction différente
de P(Y € B|X = z) qui coinciderais avec P (Y € B|X = x) sauf sur une ensemble de mesure
non-nulle par rapport a Py ). On pourrais dire que la mesure de probabilité P (Y € B|X = z)
est une fonction de z du fait que dans le rapport 1.3 "les singularités présentes au numérateur
et au dénominateur se compensent"
On pourra donc formellement noter :

Py x (dy|z) LSP(Y €ly,y+dy|X =x)
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L’existence de la mesure de probabilité conditionnelle ainsi définie permet d’écrire alors sa
valeur sur tout intervalle [y, y + dy| sous le forme suivante :

I[DYJ( (dy, dﬂ?)

P (V12) = 7 ()

bien que, en général, le rapport de mesures ne soit pas toujours défini. Cette expression est
cependant bien définie en tant que dérivée de Radon-Nikodym. Cette convention permet de
mettre en évidence que Py |x (dy|x) est une mesure par rapport a la variable y et une fonction
par rapport a la variable z.

Dans le cas ou toutes les mesures sont a densité, cette expression devient :

py.x (v, ) dzdy
dy = 2
pyix (z]y) dy o (@) do

Ceci se traduit alors sur les densités da probabilité par :

Pxy (‘Ta y)

pX|Y <I|y> = Dy (y)

Théoréme 30. Regle de Bayes.

Pxjy (dz|y) Py (dy)
PX (dl’)

Py|x (dylx) =

Preuve. Il suffit d’écrire que
Py x (dy, dr) = Py|x (dy|z) Px (dz) = Px}y (dz|y) Py (dy)

Changement de variable

Théoréme 31. Si deux variables aléatoires X et Y sont liées par une relation bijective déter-
ministe du type Y = f(X), la densité de probabilité de Y s’obtient a partir de la densité de
probabilité de Y de la maniére suivante :

0

pr(y) = px(F ) a—yfl(y)‘ (15)

ou ’a% f _l(y)‘ désigne la valeur absolue du déterminant de la matrice Jacobienne (le jacobien)
de la fonction .
Preuve. Pour tout borélien A de R", la liaison entre X et Y se traduit par :
P(YeA)=P(Xef(A)
qui, traduit en terme intégrale, conduit & :
P(Y € A) — / px (2)dx
f=HA)

=[xt 0| )

apres le changement de variable y = f (). =
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Théoréme 32. La loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes est égale a la
convolution de leurs lois.

Preuve. Considérons deux variables aléatoires X; et X5 de densités de probabilités respective-
ment égales & px, (71) et px, (x2) et intéressons nous a la densité de probabilité de leur somme
Y = X; + Xs. Il est clair que cette relation n’est pas inversible. Cependant, si on considére les
variables Y] et Y5 définies par :

Y1 - X1—|—X2
Yo = Xy

la relation liant Y; et Y; est alors inversible. Si on applique la relation 1.5 a ce probléme, le
jacobien de I'application étant unitaire, on obtient la relation :

Py va(U1,Y2) = Pxyxo (Y1 — Y2, y2)

Si de plus, les variables X; et X5 sont indépendantes, on peut alors écrire :

Py1.Y, (yb y2) =DPx, (yl - y2>pX2 (y2>

En calculant la loi marginales de Y7, par intégration sur ’ensemble des valeurs de Y5, on obtient :

Py (1) = / Px; (Y1 — Y2)Px, (Y2)dya
R
= Px; *PXx, (yl)

Ainsi, la loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes est égale a la convolution
de leurs lois. m

Corollaire 33. La fonction caractéristique le la somme de deux variables aléatoires indépen-
dante est égale au produit des fonctions caractéristiques de chacune des variables.

Preuve. Se déduit immédiatement du fait que le produit de convolution se transforme en
produit apres transformée de Fourier. m

L’hypothése d’inversibilité de la fonction f n’est pas nécessaire pour que la densité de
probabilité de Y soit définie. Cette hypothése est seulement nécessaire au calcul explicite de
celle-ci par la formule proposée.

Exemple 34. Soient deux variables aléatoires de R liées par la relation Y = | X|. Formellement

Vy < 0,P(y<Y <y+dy)=0
Vy > 0,P(y<Y <y+dy) =Py<X<y+dyNh—(y+dy) <X < —y)

Or,

Ply< X <y+dyh—(y+dy) <X<—y) = Py<X<y+dy +P(—(y+dy) <X < —y)
= px (y)dy+px (—y)dy

les deux ensembles étant disjoints. On a donc finalement :

Yy > 0,py (y) =px () +px (—y)



v+ dy

e e e et e e o e

y-dy -y y o y+dy

Fic. 1.1 — Exemple de changement de variable

1.3. Variables aléatoires gaussiennes

La loi gaussienne (ou normale) joue un role fondamental dans la théorie des probabilités en
vertu, en particulier,de ses propriétés liées a la loi des grands nombres. C’est une distribution
qui est naturellement présente dans beaucoup de situations pratiques. Elle se définit ainsi :

1.3.1. Définition

Définition 35. Une variable aléatoire X de R™ est distribuée selon une loi de moyenne E[z] =
p, p € R™ et de matrice de covariance (symétrique et définie positive) P = E[(x — p)(z —
w)t], P € R™ " si sa densité de probabilité est égale a :

N
(2m)" P

px(z) = o 3@—m) TP (a—p)

ou | P| désigne le déterminant de la matrice P.

Nous noterons I'(z — y; P) £ px(x) cette densité de probabilité.
Il est important de noter qu’une telle loi est entiérement déterminée par les seuls paramétres
que sont sa moyenne u € R” et sa matrice de covariance P € R", supposée ici inversible.

Remarque 36. On peut définir une densité gaussienne avec une matrice P définie positive
mais pas symétrique. En effet, il suffit de remplacer P~! par Q7' = 1/2 (Pfl - (P*I)T> :la

matrice Q! est symétrique et engendre la méme forme quadratique que P~1.

1.3.2. Propriétés génériques

Une propriété étrange de la distribution gaussienne est que c’est la seule distribution qui
posséde un nombre fini de cumulants non nuls (C et Cy). Sa fonction caractéristique est elle
méme une exponentielle quadratique :
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Propriété 37. La fonction caractéristique de la densité gaussienne de moyenne i et de variance

P a I'expression suivante :
(bX(u) —_ ez’uT,uféuTPu

Preuve. Par définition de la fonction caractéristique :

O (u) = e ezl TP ) gy (1.6)

Considérons le changement de variable y = P2 (x—p). On a alors x = Piy+p et de = | P| 2dy.
On obtient alors :

Oy (u) = WT(PQW“ )=2¥" Yy

V(2m)n / n
En écrivant 'argument de ’exponentielle comme une forme quadratique et en complétant le
carré, on obtient :

1 T | T

By (u) — / 5 (y—iP2u)! (y—iP2u)+u Pu) dy 1.7

X( ) \/T . ( )
; 1,7 7l iP%u)T(yfiP%u»

— ezu m 2u Pu / e 2 (y— dy 1.8

/—27r ) (1.8)

_ eiuT,u—%uTPu (19)

le coefficient intégral étant la norme de la densité de probabilité gaussienne de moyenne iP3y
et de variance unité. Cette norme est indépendante de u et unitaire. m

La somme de deux formes quadratiques pouvant toujours s’écrire, apres factorisation, comme
une autre forme quadratique, on peut en déduire que le produit de densités gaussienne donne une
densité gaussienne. De plus, comme la fonction caractéristique d’'une densité gaussienne est une
exponentielle quadratique, on en déduit que la convolution (opération image de la multiplication
par transformée de Fourier) de densité gaussiennes est également gaussienne. Ainsi, I’ensemble
des densités de probabilité gaussienne est un ensemble de densités de probabilité fermé pour les
opérations de multiplication et de convolution. Cela lui donne un réle central dans la théorie des
systemes linéaires gaussiens comme il apparaitra plus loin. Plus précisément, on a les théorémes
suivants.

Théoréme 38. Toute transformation affine d’une variable aléatoire gaussienne est une variable
aléatoire gaussienne.

Preuve. Soit X une variable aléatoire gaussienne de R". Soit ¥ = AX + B ou A est une
matrice de RP*" B un vecteur de R? et, par conséquent, Y une variable aléatoire de R?. Soit
i la moyenne de X et P sa matrice de covariance. La fonction caractéristique de Y est définie
par :

Oy (u) = B[] (1.10a)
Ele’ (As+B)] (1.10Db)
¢ BR[e™ A7) (1.10¢)

Or, par définition de la fonction caractéristique de X distribuée selon une loi gaussien, on a :

E[eiuTAx] — E[ei(AT“)TI] (111&)
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En regroupant les équations 1.10c et 1.11b, on obtient :

(I)Y(u) _ 6z‘uT(A/H—B)—%uTAPATu
qui est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire gaussienne de moyenne Ay + B et de
variance APAT. m

Précisons a présent quelques propriétés relative a cette distribution qui seront utiles par la
suite.

Théoréme 39. Si F' est un matrice carrée inversible, x,y € R", on a la relation suivante :

1
I'(x — Fy; P) = mr(y — F o FPFT) (1.12)

ot =T désigne I'inverse de FT.

Preuve. Par définition :

F(l’ — Fy, P) = ﬁeé(mFy)TP_l(xFy) (113)
)"

En mettant F' en facteur, ceci peut étre récrit sous la forme suivante :

[(x — Fy; P) = B L ATy (1.14)
(2m)"| P
Or:
¢ 3w=F 1) TP F(y—F o) _ —(2’?‘”|P|F(y — Flg (FTPIF)~Y (1.15)

d’ou le résultat. m

Théoréme 40. Le produit de densités gaussiennes est une densité gaussienne (non normali-
sée) :
Iz = Fy; QT (y — p; P) = Dz — F; A)T(y — n(z, p); B) (1.16)

avec :

n(z,p) = p+ PFY(FPF' + Q) (z — Fu) (1.17a)
A = FPFT+Q (1.17b)

B = P—PFY(FPF" +Q)'FP (1.17c)

= (FTQ'F+pP )" (1.17d)

Voir annexe A.
Corollaire 41. La convolution de deux densités gaussiennes est une densité gaussienne :
| Tle = FyQN - 15 P)dy = Ta - Fus FPFT + Q) (1.18)
Preuve. C’est une application directe du théoréme 40 ot on a intégré sur la variable y. m
Théoréme 42. 1] existe toujours une transformation linéaire d’une variable aléatoire gaus-

sienne X de R" en la variable Y de R" telle que les composantes de Y sont indépendantes
entre-elles.
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Preuve. Une matrice de covariance étant définie positive et symétrique, il est toujours possible
de la diagonaliser. Soit 7' la transformation orthogonale définie par I’ensemble des vecteurs
propres de P et soit Y = T'X la nouvelle variable. D’apres le théoreme 31, la distribution de Y
s’écrit :
1 -1
py(y) = me(T ) (1.19)

I ST T (120

NCoRRE

la matrice orthogonale 7" étant unitaire, sont déterminant est égale & I'unité. On peut donc
récrire la densité de Y sous la forme suivante :

1 1 T —1p—1
_ —Ly=Tp)TTP=1T~1(y—Tp)
— 72 1.21
py () G 1P (1.21)

qui est une densité gaussienne de moyenne Ty et de covariance (Q = TPT !, diagonale par
construction. Par conséquent, si on note v = Tu et \; les valeurs propres de P, cette densité
prend la forme suivante :

1 1 n 2
— —5 i1 (Wi—va)? /N 1.92
e .
() V2 T, A (22
" 1 ) 2
_ | | —5Wi—vi)?/ N (1 23)
e 2 .
=1 \/ 27T |)\z‘

n

= JIrw —viN) (1.24)

=1

qui est le produit de densité gaussiennes de moyennes v; et de variances \;. Comme la densité
de Y = [y1, ..., yn])? s’exprime comme le produits des densités I'(y; — v4, \;) de chacune de ses
composantes, ces composantes sont indépendantes. m

En d’autres termes, la forme quadratique argument de l’exponentielle défini un hyper-
ellipsoide et la base des vecteurs propres de P correspond aux axes principaux de cette hyper-
ellipsoide.

Que se passe-t-il si la matrice de covariance P est singuliére ? En terme de valeurs propres,
cela signifie que certaines sont nulles. Plus précisément, si n est la dimension de la matrice P
de rang p, n — p valeurs propres sont nulles. Or :

Théoréme 43. La limite d’une densité de probabilité gaussienne de R dont la variance tend
vers 0 est la mesure de Dirac ayant sa moyenne comme support.

ml(z — p;p) = du(2) (1.25)

Preuve. Considérons la fonction caractéristique de la densité gaussienne calculée dans de
théoréme 35. Elle s’écrit :
. 1,2 2
V4 __ tpu—s5pu
O (u) = e 2

Il est clair que la limite quand p tend vers 0 donne :

11}_1,1(1)@])0((“) = '

qui n’est autre que la transformée de Fourier de la mesure de Dirac de support p. =
On dit que la densité de probabilité gaussienne est une unité approchée.
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Théoréme 44. Si la matrice de covariance P d’une mesure de probabilité gaussienne est sin-
guliére, on peut représenter sa mesure de probabilité dans le repére de ses vecteurs propres sous

la forme suivante :
p

dPy (y) = H U(y: — vi; Ai)dy; H doy, (yi) (1.26)

i=1 i=p+1

Preuve. En utilisant le théoréme 42, on peut représenter la mesure de probabilité dans ’espace
des vecteurs propres de P. Or, si celle-ci est singuliére, certaines des valeurs propres associées
sont nulles. L’application du théoréme 43 permet alors d’obtenir le résultat annoncé. m

En termes de mesures, la distribution gaussienne est donc toujours définie, quelque soit le
rang de la matrice de covariance.

1.3.3. Moments centrés

Le moments centrés d’une variable aléatoire X de moyenne p sont définis comme les quan-
tites M,, = B[(x — u)"], n € N.

Proposition 45. Les moments centrés d’une variable gaussienne X scalaire de moyenne i et
de variance P sont égaux a :

|

nl2mn
M2n+1 =0
Preuve. 1l suffit de développer en série la fonction caractéristique de X — p :
Py _p(u) = e 2P
1,1, ..
= D ~(—5u’P)
n>0
1 1
o _Pn ~\n,,2n
Z n! ( 2)
n>0

et d’identifier M,, comme étant le coefficient de (iu)"/n! dans la série. A noter que M, peut
se récrire comme :
My, =1x3x5.%x(n—1)xP"

1.4. Théorémes limites

Il est fondamental en pratique de pouvoir comparer les résultats d’une expérimentation
avec ce qu’on pouvait en attendre du fait d’une modélisation d’un phénomeéne par une variable
aléatoire. Cette analyse peut étre réalisée en utilisant la loi des grands nombres qui montre que
quand le nombre de tirages (d’expériences) réalisés sur une variable aléatoire tend vers I'infini,
on peut retrouver les propriétés statistiques de cette variable.

1.4.1. Loi des grands nombres

La loi des grands nombres permet de mettre en relation les moyennes expérimentales ob-
tenues & partir de réalisations d’une variable aléatoire avec la véritable moyenne, au sens de
I’espérance mathématique, de celle-ci. Elle a de ce fait un énorme intérét pratique dans la me-
sure oll, pour une variable aléatoire réelle, c’est généralement le seul moyen dont on dispose
pour quantifier ses propriétés statistiques.
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Théoréme 46. (Loi des grands nombres) Soit {X;}.en une suite de variables indépendantes
de variances finies et de méme loi qu’une variable aléatoire X de moyenne i, alors :

— 1 —
Xo=2) Xi—n
i=1
en moyenne quadratique.

Preuve. Evaluons la moyenne de I'erreur quadratique E[(X — X,,)?] en séparant les carrés des
produits croisés :

E[(X - X,)?] = E (%ix-%ix)

— % ZE[(X — X)) + % > BI(X - Xi)(X - X;)]

ij=1/ i#j
Les variables X; et X, étant indépendantes, on a :
Vi j, BI(X = X)(X = X;)] = B[(X — X;)|E[(X - X;)] =0
les variables ayant méme distribution de moyenne p. En revanche, pour ¢ = j, on a :
E[(X - Xi)’] =0"

ou o2 désigne la variance de X. Par conséquent, ’erreur quadratique s’écrit :
BI(X - X, =

qui tend bien vers zéro quand n tend vers I'infini. m

1.4.2. Théoréme central-limite

Ainsi, on constate que la moyenne expérimentale converge vers la vraie moyenne quand le
nombre de réalisations tend vers I'infini. Cependant, & ce stade, on ignore comment se distribue
la moyenne expérimentale en fonction du nombre de tirages réalisés. C’est le théoréme central-
limite qui fournit la réponse. En effet, celui-ci permet de conclure que la somme de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi converge vers une loi gaussienne.

Théoréme 47. (Théoréme central-limite) Soit {X;};cn une suite de variables indépendantes

a variance bornée et de méme loi qu’une variable aléatoire X de moyenne 1 et de variance o2.

La distribution de la suite de variables aléatoires Y; définie par :

1 n
Y, =——= X; —
NG ;( W)
tend vers une distribution gaussienne de moyenne nulle et de variance unité : T'(y, 1).

Preuve. Exprimons la fonction caractéristique de la variable aléatoire Y,,. Soit X; = (X; — p)
et soit ®x(u) la fonction caractéristique de X, indépendante de ¢, par hypothése :

®,(u) = E[e™]

19



Un simple changement de variable donne :

O 5 (u) = B[]
N

Comme il a été souligné dans I’exemple 32, la fonction caractéristique de la somme de variables
aléatoires indépendantes est égale au produit des fonctions caractéristiques de chaque variable.
On a alors :

Dy, (u) = (@x(au—ﬁ))n (1.27)

Développons la fonction caractéristique de en ses cumulants, conformément a la formule 1.2.
La moyenne de X; étant nulle, on obtient :

log(®z(u)) = %Jz(iu)Q + Z %(w)k

k>3
On reportant cette expression dans 1.27, on obtient :
b)) = 7R D SR

. Cp /. _
i) (Y g T ()P (/)

Toutes les puissances de n dans la série pour k£ > 3 étant négatives, la limite quand n tend vers
I’infini de cette série est nulle, ce qui montre que la fonction caractéristique de Y,, tend vers la
fonction caractéristique d’une variable gaussienne de variance unité. m

Ce théoréme est trés important car il permet de quantifier I’erreur commise en réalisant une
moyenne expérimentale en fonction du nombre de réalisations utilisé. En effet, si on exprime la
moyenne expérimentale X,, en fonction de la variable Y},, on obtient :

- (o

X, =
et =

Cela signifie que X,, est asymptotiquement distribuée selon une loi normale de moyenne s et
de variance 0/n. On traduit ceci en disant que la moyenne expérimentale "tend en 1/1/n vers
la vraie moyenne".

Y,
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2. PROCESSUS STOCHASTIQUES MARKOVIENS

La notion de processus stochastique est centrale dans la modélisation des systémes dyna-
miques physiques pour lesquels une modélisation déterministe est impossible. En effet, cer-
taines variables inconnues ou perturbations (non mesurées) peuvent influer le comportement
dynamique d’un systéme. Ces perturbations peuvent étre le résultat de phénomeénes physiques
aléatoires (le bruit électronique, le rayonnement électromagnétique,...) ou bien du fait de la non
connaissance de certaines variables qui gouvernent l’évolution du systéme (les aléas de pilo-
tage d’un avion observé depuis le sol, des entrées non mesurées, l’apparition d’une panne,...).
L’objectif poursuivi est alors d’exploiter au mieux la connaissance que nous avons du compor-
tement dynamique du systéme a travers la modélisation du phénomene (lois de la mécanique,
lois de I’électromagnétisme, lois de la cinétique chimique,...) et de rejeter I'aspect aléatoire dans
la représentation de quantité "purement imprévisibles", c’est a dire dont la connaissance du
passé n’informe en rien sur son devenir. Pour reprendre ’exemple d’un avion observé du sol,
les instants de décision de commande de pilotage ainsi que les amplitudes de ces commandes
sont en général totalement imprévisibles. En revanche, la trajectoire empruntée par ’avion ex-
cité par ces commandes reléve des lois de la mécanique newtonienne et serait calculable, si les
commandes étaient connues. On parle d’ailleurs parfois de systémes pour lesquels ’entrée est
inconnue. Les processus que nous avons qualifiés de "purement imprévisible" sont appelés des
"bruits blancs", a cause en particulier de leurs propriétés spectrales (semblable a la lumiére
blanche ou toutes les composantes ont la méme densité). Il faut remarquer qu’une quantité
est qualifiée de "bruit" ou "perturbation" selon le contexte d’observation. En effet, pour un
observateur qui n’est pas en communication radio avec le pilote d’un avion, les commandes de
pilotage sont considérés comme des bruits alors que pour le pilote elle ne le sont évidemment
pas.

2.1. Définition et classification des processus stochastiques

2.1.1. Processus stochastiques

Un processus stochastique peut se résumer & une variable aléatoire a valeurs dans un espace
E paramétrée par un ensemble ordonné d’indice T'. En particulier, pour représenter 1’évolution
temporelle de I'état aléatoire d’un systéme dynamique, on considere celui-ci comme une va-
riable aléatoire qui est, & chaque instant ¢, définie sur le méme espace probabilisé (2,7, P). Si
E désigne I'espace de réalisation de I’état du systéme, un processus stochastique est une appli-
cation de 2 dans E qui, au couple (w, t) associe la variable X;(w). Autrement dit, pour chaque
instant ¢, I'application w — X;(w) est une variable aléatoire alors que pour w fixé, I'applica-
tion t — X;(w) est une trajectoire particuliere du systéme. Cette notion permet d’introduire
le concept d’évolution aléatoire d’un systéme dynamique. De maniére générale, on défini les
processus stochastiques comme suit.

Définition 48. Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires {X;,t € T}
définies sur le méme espace probabilisé E ou T est une famille d’indices ordonnés .

Nous nous limiterons dans la suite aux processus stochastiques mono-dimensionnels, c’est a
dire dans le cas ot 7' = R ou N. L’espace d’indice correspond alors a la notion de temps.
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Selon la nature des espaces T' et E, on peut envisager une classification des processus suivant
le tableau 2.1.1 :

E=RouR" E=N

- processus physiques aléatoires - signaux de télécommunication
T =R | - bruit électronique - changements d’hypothéses

- position d’un mobile non-coopératif | - apparitions de pannes

- processus échantillonnés signaux de télécommunication échantillonnés
T =N | - processus a sauts fixes dans le temps | - signaux continus échantillonnés et quantifiés

TAB. 2.1 — Classification des processus stochastiques

A noter qu’un systéme dynamique peut comporter a la fois des processus continus décrivant,
par exemple, des quantités physiques, et des processus discrets destinés & représenter, par
exemple, un état de fonctionnement du systéme. On parle alors de processus hybrides.

La loi d'un processus stochastique se défini par la loi conjointe des valeurs que peut prendre
le processus sur une suite d’instants de 7', chacune des variables aléatoires ayant comme source
le méme espace de probabilité.

Définition 49. La loi d’un processus stochastique {X;,t € T} défini sur I'espace E est définie
par la probabilité conjointe de ce processus sur toute suite d’indices de T', soit :

{]P) (th S Al VANPIVAN th S An> ,VAl, ,An S B(E),th, R T, t1 < ... < tn}
Pour £ = R ou R", cette loi est définie par :

Py, .x,, (dvy, ..., dz,)

Dans le cas ou les probabilités sont des mesures a densités, il suffit de définir la famille de
densités de probabilité de toute trajectoire selon :

Corollaire 50. Si la loi du processus stochastique { X;,t € T'} est une mesure a densité, celui-ci
est défini par I’ensemble de densités de probabilité suivant :

{pth...th(xtu ...xtn),vgr;tl, S T~ E,th, O Ay T, t1 <...< tn}

Une classe importante de processus est celle des processus stationnaires dont les caractéris-
tiques ne dépendent pas explicitement de 'origine utilisée pour la variable temporelle ¢

Définition 51. Un processus X; est stationnaire si :
\V/{tl < ... < tn} € T, Vit S T, IP)th_”th (d[L‘tl, dl’tn) = PXt1+t---th+t(dxt1’ ...dl’tn)

Comme pour une variable aléatoire, il est possible de définir un processus stochastique a
partir de I’ensemble de ses moments.

Corollaire 52. La loi du processus stochastique {X;,t € T'} est définie par ’ensemble de ses
moments, Soit :

{E[(q:tl)kl o (20 V) V. € BV, sty € Tyly < ovs < b, Yk, ooy o € N}
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Parmi I’ensemble des moments, on utilise communément, dans la théorie des systémes li-
néaires gaussiens, la moyenne du processus E [z;] ainsi que son autocorrélation E|x;x;].

La classe des processus markoviens est une sous-classe de processus stochastique a mémoire
finie. De méme que pour les systémes dynamiques déterministes, I’état d’un processus markovien
continu sera généralement représenté par un vecteur de R™ destiné a résumer tout le passé du
processus. La définition de cet état dynamique et de la forme de son évolution est souvent le
fruit de la modélisation du systéme & partir de la description du phénomeéne physique duquel il
ressort. Ils peuvent étre vus comme 1’équivalent stochastique des systémes dynamiques causaux
réalisables en dimension finie dont ’évolution ne dépend que de leur état présent et non de leur
futur, ni de leur passé. Il peut aussi étre issu d’un procédé d’identification qui s’attache a faire
"coller" au mieux un modéle généralement paramétrique aux vues des données de trajectoires
d’entrées/sorties relevées expérimentalement sur le systéme.

2.1.2. Processus markoviens

La classe des processus markoviens est une sous-classe de processus stochastique a mémoire
finie. De méme que pour les systémes dynamiques déterministes, ’état d’un processus marko-
vien continu sera généralement représenté par un vecteur de R" destiné a résumer tout le passé
du processus. La définition de cet état dynamique et de la forme de son évolution est souvent le
fruit de la modélisation du systéme & partir de la description du phénomene physique duquel il
ressort. Ils peuvent étre vus comme 1’équivalent stochastique des systémes dynamiques causaux
réalisables en dimension finie dont 1’évolution ne dépend que de leur état présent et non de
leur futur, ni de leur passé. Il peut aussi étre issu d’un procédé d’identification qui s’attache a
faire "coller" au mieux un modéle généralement paramétrique aux vues des données de trajec-
toires d’entrées/sorties relevées expérimentalement sur le systéme. Les processus markoviens se
définissent de maniére générale comme des processus & mémoire finie.

Définition 53. Un processus X; € F est markovien si :
Vv, oty €T [ 11 < . <tn,YAET (E),Vay, ...z, , € E,
IP) (th 6 A|th—1 = xtn—l’ ) th = xtl) = IP) (th E A|th—1 = xtn—l)

Pour £ = R ou R", on peut écriture cette égalité sur tout intervalle de largeur infinitésimale
dxz,, selon :

IPJthlXt Xiq (dxtn|xtn717 "'7It1) - Pth\in,l (dxtn|xtn71)

n—1°"

Pour T'= R ou N, cette propriété peut s’énoncer de la maniére suivante :
Vit > s € T’VA € T(E)7 ]P(Xt € A|{X7' =T, T S S}) = P(Xt € A|Xs - xs)

Enfin, si la mesure de probabilité du processus est & densité, cette propriété markovienne
se traduit par :

Vi <. <tn €T, px, X0, X, (@4, | Tt sy Ty) = DX X0, (SCtn\SUtn,l)

Une conséquence directe de la définition est qu’un processus markovien est totalement spé-
cifié¢ par la donnée de sa probabilité de transition Py, x,(dz¢|z;), VT < t et de sa probabilité
initiale Px, (dry). En effet, comme il a été souligné plus haut, pour spécifier un processus
stochastique, il suffit de définir I’ensemble des mesures de probabilité Px,, .x., (dxyy, ..., dzy,).
En utilisant la définition de la probabilité conditionnelle, on peut écrire :

]P)Xt1~~th (dl[’tl, ceey dItn) = Pin\Xz Xt (dl’tn |Itn71, ceey xtl) Pth-"th,1 (dl’tl, ceey dﬂ?tnil)

o1
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et en utilisant la propriété markovienne, on obtient :

]P)th-.-th (dl‘tl, ey d.%’tn) = ]Pth\Xt (dl‘tn |$tn_1) ]P)th”_th_ (dl’tl, ceey d.?ftn_1>

n—1 1

qui se transforme par récurrence en :

]P)th.--th (dmtn sy dajtn) = ]P)thIth_l (d'rtn|ajtn—1) "'IP)XQ‘th (dxb |xt1) P (dxtl)

La version densité de probabilité s’écrit :

Pxip e Xe,, ('Ttla A xtn) = PXt,| Xt (xtn|xtn—1) o PXpy | Xty (wtz |ajt1)pXt1 (mtl)

n—1

L’équation fondamentale, dite équation de Chapman-Kolmogorov, permet de décrie I’évo-
lution temporelle de la distribution de probabilité des processus markoviens a partir de leur
probabilité de transition.

Théoréme 54. La mesure de probabilité Py, (r;) d’un processus markovien X; € E ayant
Px,x,(dz¢|z;) comme densité de probabilité de transition évolue selon la formule suivante :

Px, (dor) = [ P, (doifo. Py, (dn.) Vs < ¢
FE

ol la sommation a lieu sur x,.

Preuve. Il suffit de considérer la mesure de probabilité Py, (dr;) comme la marginale de
Py, x, (dxt, dzg) , s < t de la maniére suivante :

]P)Xt (d[L‘t) = / IP)Xt,Xs (dl’t,dfbs)
E

en sommant sur z,. On obtient alors le résultat en utilisant la définition de la probabilité
conditionnelle. m

A noter que ce théoréme, trés général, s’étend évidemment aux espaces discrets (F = N) ou
Iintégrale est remplacée par une somme discréte.

Un moyen courant utilisé pour construire un processus markovien est de considérer des
modeles dynamique dont les entrées sont des bruits blancs. Par exemple, si on se restreint au
temps discret ; 'état x; d’un systéme dynamique défini sur R™ par I’équation aux différences
suivante :

Ty = f (t; xt—l,wt)

ol w; est un processus aléatoire "sans mémoire", c’est & dire tel que
Vit € R, PWt|Wt—1-..W0 (dwt|wt_1, ...,wo) = ]P)Wt (dwt)

est un processus markovien. Un tel processus (w;) est appelé "bruit blanc". Cette construction
étant la base de la modélisation des systémes dynamiques stochastiques, il est important de
préciser le concept général de bruit blanc et en particulier de le définir dans le cadre physique
du temps continu. C’est 'objet de la section suivante.
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2.2. Bruits blancs

Dans la phase de modélisation d’un processus physique partiellement aléatoire, comme il
a été souligné plus haut, l'objectif est de remonter jusqu’a l’aléa élémentaire purement im-
prévisible qui engendre les trajectoires du processus. On pourra alors considérer que toute la
connaissance qu’on a du systéme aura été épuisée puisque les seules variables qui le gouvernent
sont "totalement" aléatoire, dépourvus de toute mémoire. L’idée générale qui sous-tend la no-
tion de bruit blanc est donc celle d’'un processus de moyenne nulle! dont les réalisations sont
a chaque instant indépendantes de son propre passé. En d’autres termes, la connaissance du
passé du processus ne renseigne en rien sur la réalisation future de celui-ci. A noter que le
terme "bruit blanc" est utilisé généralement pour des processus simplement décorrélés. Nous
I’étendons ici & la notion d’indépendance.

Dans le contexte du temps discret (ou échantillonné), cette notion est aisée a définir car
repose uniquement sur la notion d’indépendance :

Définition 55. Un processus X; a temps discret, t € N, est un bruit blanc si Vt # s € N, X,
est indépendant de X.

Dans ce cadre, il est possible d’imaginer toutes sortes de bruits blancs selon la distribution
qu’on leurs attribue. En revanche, pour le temps continu, la notion d’indépendance dans le
temps est plus délicate a imaginer. Pour introduire la notion de bruit blanc & temps continu, on
s’appuie sur la notion de processus & accroissements indépendants (PAI), plus facile & définir.
Les bruits blancs en seront la dérivée (formelle) par rapport au temps.

Définition 56. Un processus X; est a accroissements indépendants (PAI) siV{t; < ... <t,} €
T, les variables aléatoires X;, — X;,, ..., Xy, — X4, , sont indépendantes.

Définition 57. Si la loi de la variable X,,, — X; est indépendante de t, le PAI X, est appelé
processus a accroissements indépendants stationnaire (PAIS).

Curieusement, le fait d’'imposer uniquement cette contrainte d’indépendance des accroisse-
ments conduit a seulement deux types de processus. Si on impose comme contrainte supplé-
mentaire que les trajectoires du processus soient continues, il ne reste dans la classe de tous
les processus & accroissements indépendants que le mouvement brownien, Si alors on relaxe
cette contrainte en excluant le mouvement brownien, on obtient alors les processus a sauts. Les
accroissements de ces processus & sauts sont nuls presque toujours, sauf pour un nombre fini
(dénombrable) de points supports, dits instants de saut. Ces instants de sauts sont alors régis
par un processus de comptage (Poisson).

Pour ce convaincre de ceci, il suffit de tenter de construire un PAI comme limite d’un
processus a temps discret. Considérons un intervalle de temps [0, t] découpé en n intervalles de
largeur At, donc tel que ¢t = nAt. Considérons alors un bruit blanc X',k € N & temps discret
conforme & la définition 56 défini sur les points support de 'intervalle discrétisé. Soit p’y (z) la
densité de probabilité stationnaire de X;'. Construisons alors le processus Y," a temps discret
obtenu par sommation des réalisations de X' sur l'intervalle de temps [0, ¢] :

k
Y=Y X
1=1

1Si le processu n’est pas de moyenne nulle, il suffit d’en soustraire sa moyenne pour obtenir un processus qui
satisfasse cette hypothése.
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Par définition, Y," est clairement a accroissements indépendants. Que se passe-t-il si on fait
tendre n vers l'infini, c’est & dire quand At — 07 Pour que le processus Y, ne soit pas dégé-
néré, il est nécessaire, en particulier, que sa variance ne soit ni nulle ni infinie. Pour satisfaire
cette contrainte, seules deux alternatives s’offrent a nous. Soit on somme une infinités d’accrois-
sements dont la variance de chacun tend vers 0 quand At — 0, soit on somme un nombre
fini d’accroissements non nuls de variance qui conservent une valeur finie non infinitésimale
quand At — 0. Dans le premier cas, cette construction donne lieu au mouvement brownien
(trajectoires continues) et dans le second, elle donne lieu aux processus a sauts (trajectoires
discontinues).

2.2.1. Processus continus a accroissements indépendants : le mouvement brownien

Examinons le premier des cas cités précédemment et analysons le processus obtenu quand
on somme une infinité d’accroissements aléatoires qui tendent vers 0. Considérons donc le bruit
blanc a temps discret AB}, k € N d’écart type ¢" qui tend vers 0 quand n — oo. Le processus
a accroissements indépendants B} obtenu en sommant le bruit blanc AB}} s’écrit :

k
By =Y ABy
=1

Calculons la variance de ce processus :

B[(B)] =) > B[ABIAB]

i1=112=1

Les réalisations de AB]' étant indépendantes et de moyenne nulle, tous les produits croisés
donnent zéro; seuls les termes quadratiques de cette somme sont non nuls. Ainsi :

k

E[(Bp)?] = ZE [(AB!)?] (2.1a)

= k(o")’ (2.1b)
par définition. Soit 5, = lim B” le processus obtenu 4 la limite. On peut calculer sa variance
selon :
B[(3)"] = lmn(o")’
(o)
= 1
Atlg»ot At

par définition du nombre n = ¢t/At de points de discrétisation. Pour que cette variance ne soit
pas dégénérée quand n — o0, celle-ci doit prendre une valeur finie. Il est donc nécessaire que
o™ tende vers 0 en assurant que :
o
AR At ¢
garde une valeur finie, ici fixée a la valeur (). A la limite, cela signifie que les accroissements
infinitésimaux df3, du processus (3, doivent étre tels que :

E [(dB,)"] = Qdt
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Cela peut s’exprimer en disant que les accroissements du processus 3, sont "proportionnels a
\/% "
De plus, en vertu du théoréme 47 (théoréme centrale limite), la distribution de [, est
gaussienne de variance Qt. En effet, il suffit d’appliquer le théoréme 47 avec o = /QAL.
Par ailleurs, les accroissements (AB})? étant de Pordre At, on peut en déduire que (AB})*
est de 'ordre de (At)” et sont donc négligeables par rapport (AB})?
(ABp)!

1m ﬁ
At—0 (ABk )
Il en résulte que la variable aléatoire (AB,?)2 a elle méme une variance qui tend vers 0 ce qui
en fait une variable déterministe égale a sa moyenne : (d3,)* = Qdt.
Il est possible de généraliser définition du processus que nous venons de décrire au cas non

stationnaire, c’est a dire au cas ou la variance o} de AB} dépend de k. L’équation 2.1a s’écrit

alors :
k

2 2
E[(B)*] =) (o})
i=1
Comme précédemment, pour que cette somme soit finie, il est nécessaire que :

2

o (oR)” _
AltlE@ At =Qr Vk=1..n

—~

et la variance du processus limite s’obtient comme 'intégrale :

At—

= /OtQTdT

Comme précédemment, pour que cette somme soit finie, il est nécessaire que :

E[(5)] = Jlim » QuAt
k=1

2

o (oR)” _
AltlE@ Ar =Qr, VE=1..n

—~

et la variance du processus limite s’obtient comme 'intégrale :

At—s

= /OtQTdT

Le processus 3, ainsi construit se nomme le mouvement brownien. Il caractérise le mou-
vement erratique d’une particule d'un gaz qui se choque aux autres particules du milieu. La
trajectoire résultante est naturellement continue mais extrémement perturbée du fait du nombre
de chocs trés important que subit celle-ci & chaque instant. A 1’échelle macroscopique, la tra-
jectoire sera continue mais presque partout non dérivable. Comme il a été annoncé plus haut,
ce processus décrit tous les PAI & trajectoires continues :

E[(5)] = Jlim » QuAt
k=1

Définition 58. Un mouvement brownien est un processus (3, réel a temps continu tel que
By = 0 et a accroissements df, indépendants dont les trajectoires sont continues :

8, = /0 a5, (2.2)
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En résumé, le mouvement brownien posséde les propriétés suivante :
Propriété 59. [, est normalement distribué.
Propriété 60. E[(3, — 8,)% = [! Q.dr,Vt > s
Propriété 61. E[dS,] =0
Propriété 62. (d3,)” = Q.dt
Propriété 63. (d3,)" =0,Vk >3 e N

Un exemple de réalisation d’un tel processus est représenté figure 2.1. On a représenté en
pointillé sur cette figure plus ou moins I’écart type du processus, proportionnel & v/t.

200 T T T T T
—— Mouvement brownien
Ecart type du processus
150 - : : s S : | IR : —
100 - : ‘ : : AR T BSERRRS
50 N
|l| H
50 —
100 | | | | | | | L
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1

Fic. 2.1 — Exemple de trajectoire d’'un mouvement brownien

2.2.2. Processus discontinus a accroissements indépendants

La seconde alternative évoquée pour construire un processus & accroissements indépendant
non dégénéré est de considérer la somme finie d’accroissements non infinitésimaux. Cela im-
plique que tous les autres accroissements, en nombre infini, doivent étre nuls. Par conséquent,
si on note Ar} un bruit blanc a temps discret défini sur Uintervalle [0,t] découpé en n sous-
intervalles de largeur At¢, on peut construire le processus somme P}’ comme suit :

k
Py =Y Axy (2.3)

i=1
ol, a la limite quand At — 0, le nombre d’accroissements non nul reste fini. Le processus a

accroissements indépendants qui gere les points supports des incréments non nuls s’appelle un
processus de comptage.
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Processus de comptage

Un processus de comptage se définit comme un processus & accroissements indépendants a
valeurs entiéres dont les accroissements prennent la valeur 0 ou 1. Considérons un tel processus
a temps discret N;* défini sur U'intervalle [0, ] découpés en n sous-intervalles de largeur At¢. A
chaque instant, les accroissements AN;' de ce processus sont des tirages indépendants égaux a
0 ou 1. Ils suivent donc une loi binomiale. Soient p° = P[AN? = 0] et p' = P[AN} = 1] avec
p° + p! = 1. La moyenne de ces accroissements est donc égale & :

E[AN!]=0xp’ +1x p' =p
Par définition : .
Ni =Y AN}
i=1
et la valeur moyenne de ce processus pour k = n est égale a :

E[N]] = np'

1
P

At

Si on souhaite que le processus ne soit pas dégénéré, il est nécessaire qu’a la limite quand
At — 0, E[N], le nombre moyen de sauts unitaires du processus, soit fini. Cela impose que,

quelque soit n (ou At), on ai :
1

p

2

At
pour une certaine valeur de A indépendante de n. Cette quantité s’appelle la fréquence (de
sauts) du processus. Par conséquent, on a :

P(AN!=1) = MAt
P(AN! =0) = 1— At

Cherchons a présent la distribution de probabilité de N;' quand n — oo. Il suffit pour ce
faire d’examiner I’ensembles des probabilités suivantes :

P(N;! =m),¥m =0...n

En effet,aprés n incréments, le processus peut au plus étre égal & n (situation extréme cor-
respondant AN}* = 1,Vk = 1...n). Pour que N!' = m, il est nécessaire que, sur les n points
d’échantillonnage, AN}’ = 1 m fois et que AN* = 0 les n — m fois restantes. Cet événe-
ment & la probabilité (AA?)™(1 — AA¢)"~™. De plus, toute combinaison de m sauts répartis
sur les n échantillons donne le méme résultat final. Le nombre de ces combinaisons est égal a
Cm = n!/(m!(n —m)!). Par conséquent, la probabilité recherchée est donnée par :

P(N] =m) = C"(AAH)™(1 — NAY)™™
En reprenant I'expression de At = t/n, on obtient :
YA A\
s ==z ()" (1-2)
n n
Quand n tend vers 'infini, le nombre de combinaisons est équivalent a :

om nin—1)..(n—m+1) n*

m! n—oo m!
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De plus, a I'infini, on a :

o ((1-20) ) = - o (1) (30 =

Le processus N; obtenu quand n — oo suit une loi de Poisson lim P (N]! =m) = %()\t)me_’\t :

n
n—oo

Définition 64. Un processus de comptage N; (Poisson) de fréquence \ est un processus a
valeurs entiéres tel que Ny = 0, et que Vm € N :

1
P(N, =m) = —(\t)"e M (2.4)
m)!
Comme pour le cas brownien, il est possible d’étendre cette définition au cas non station-
naire, c’est & dire au cas ot la fréquence Adépend du temps. Notons pj, = P [N = 1] L’espérance
de N;' a alors 'expression suivante :

BV = Y POV -1)

n
= > n
k=1

Pour que cette expression garde un sens non dégénéré quand n — oo, il est nécessaire que,
quelque soit n :

P

At

et, par passage a la limite quand n — oo, on obtient :

Y

t
E [Nt] = / )\TdT
0

1 t t
PN =m) = ([ Adryre i
0

m!

En résumé, le processus de comptage N, posséde les propriétés suivantes :

Propriété 65. N, est distribué selon une loi de Poisson.
Propriété 66. E[N, — N| = fst A dT

Propriété 67. E[dN,;| = \dt

Propriété 68. E[(dN,)] = \dt,Vk > 1

Propriété 69. P (dN, = 1) = \dt (formellement)

La propriété 68 résulte du fait que dN; ne prend que les valeurs 0 ou 1 et que, par conséquent,
(dNt)k = dN;,Vk > 1. La propriété 69 est une écriture formelle. En effet, le nombre de sauts du
processus sur l'intervalle continu [0, ¢] étant fini, I’ensemble des points supports des sauts est
de mesure nulle et la probabilité P (dV; = 1) est nulle. Cette propriété s’entend dans le sens :

la probabilité qu’il y ai un saut dans l'intervalle [t, ¢ + dt] est égale & \;dt.
Un exemple de trajectoire est représenté figure 2.2.
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14 T T T T

—— Processus de comptage
Moyenne du processus

10

FiG. 2.2 — Exemple de trajectoire d'un processus de comptage

Processus de comptage marqués

Considérons le processus P} introduit au début du paragraphe 2.2.2 défini comme la somme

de ses accroissements :
k

Pl => Ary
i=1
ou, & la limite quand At — 0, le nombre d’accroissements non nul reste fini. Nous avons établi
au paragraphe précédent que, pour que les accroissements du processus soient indépendants,
il est nécessaire que les sauts soient déclenchés par un processus de comptage N; de fréquence
A¢. Afin de garantir que le processus ainsi construit soit un PAI, il est également nécessaires
que les amplitudes de ces sauts finis (nommées "marques") soient indépendantes les unes des
autres et du processus de comptage N;. A chaque occurrence de saut (dN; = 1), 'amplitude
dm; de I'accroissement du processus peut alors étre défini par :

d’fft = Utht

ol u; est une variable aléatoire indépendante de distribution dP; (u), éventuellement variable
avec le temps (de maniére déterministe). La définition d’un processus de comptage marqué est
donc la suivante :

Définition 70. Un processus a temps continu m; est un processus de comptage marqué de
fréquence \; et distribution d’amplitudes P;(u) s’il posséde les propriétés suivantes : les ins-
tants d’occurrence des sauts de m; sont réglés par un processus de Poisson N; de fréquence \;,
indépendant de la marque U € U ; les amplitudes des sauts (les marques) sont mutuellement
indépendantes et de méme loi P,(u) et indépendante de Nj.
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Pour écrire le processus 7; comme somme de ses accroissements et afin de donner une
expression intégrale similaire a celle du mouvement brownien 2.2, on est amené a distinguer,
en fonction de la valeur de la marque U € U, le processus de comptage associé a celle-ci.
Considérons dans un premier temps un espace de marques fini a valeurs dans U = {uq, uz, ..., Uy, }.
Soit N, le processus de comptage de fréquence )\; qui déclenche les sauts. Lorsqu’a l'instant ¢,
un saut survient (dN; = 1), 'amplitude du saut est une variable aléatoire & valeurs dans U
distribuée selon une certaine loi (P (U; = u;) = pi). Soit Ny(u;) le processus de comptage qui
"compte" les sauts de marque u;. Pour évaluer sa fréquence, calculons :

la réalisation de la marque étant, par hypothése, indépendante du processus de comptage. La
fréquence de ce processus est donc égale a \pi et :

. Le processus m; peut alors étre représenté comme la somme de ses accroissements sur chacune
des marques :

dmy = Z w;d Ny (u;)
i=1

Ty = Z UiNt(ui)
i=1

Cette représentation peut étre généralisée au cas ou ’espace des marques U est continu.
Pour ce faire, il suffit de considérer les processus N; (du) qui comptent les sauts dont la marque
appartient & lintervalle [u,u + du]. Si Py, désigne la mesure de probabilité de la marque a
I'instant ¢, la fréquence de ce processus sera alors APy, (du;) et :

E[dN, (du)] = APy, (du,) dt (2.5)

On obtient alors une représentation de m; comme suit :

dmy = /uudNt (du) (2.6)

T = /u uN; (du) (2.7)

Un exemple de réalisation d’un processus de comptage marqué est représenté figure 2.3.

2.2.3. Bruits blancs a temps continu

Les bruits blancs sont des processus a réalisation indépendantes dans le temps. Ils s’ob-
tiennent & partir de la construction des processus a accroissements indépendants et obtenus par
dérivation par rapport au temps de ceux-ci. Comme nous l’avons souligné plus haut, le terme
"blanc" se référe a la densité spectrale de puissance de ces processus (vois annexe A) qui est
constante sur tout le spectre, comme l’est la lumiére blanche.

Remarque 71. Afin de simplifier la présentation des calculs qui suivrons, nous omettrons
de détailler le procédé de passage a la limite utilisé jusqu’alors dans les paragraphes 2.2.1 et
2.2.2. En particulier, les égalités qui suivent s’entendent au sens suivant : si on considére le
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Fic. 2.3 — Exemple de réalisation de processus de comptage marqué.

procédé de discrétisation utilisé dans ces paragraphes, découpage de l'intervalle de temps en n
sous-intervalles de largeur At, les égalités ont le sens suivant :

d3, = lim A"

dN; = lim AN}
dt = lim At

De plus, I'écriture t # s ou t = s s’entendent également a la limite, c’est a dire :

t # s<=tekAtkAt+ At],t € [IALIAL+ AL], k#1

n—oo

t = s<=t,s € kAt kAt + At

n—oo

Bruit blanc gaussien

Le bruit blanc gaussien, a temps continu, est défini formellement comme la dérivée par
rapport au temps du mouvement brownien 3, défini en 2.2.1, soit le processus :
5, = 9
odt
Il est important de remarquer que cette quantité ne peut pas avoir de réalité physique dans
la mesure oti, comme nous 1’avons remarqué, le mouvement brownien est nulle part dérivable.

En fait, dans cette idéalisation, le bruit blanc gaussien est une variable aléatoire distribuée selon
une loi gaussienne de variance infinie. En effet, d’aprés la propriété 62 :

- Qidt @y
(6t>2 - (dt)z Tt
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Si la variance @); est indépendante du temps ¢, le processus est stationnaire au second ordre.
On a alors :

Théoréme 72. La densité spectrale d’un bruit blanc gaussien stationnaire a temps continu
est constante.

Preuve. En utilisant les conventions de la remarque 71, son autocorrélation est définie formel-
lement par :

E . TEs]
[61565] dtdS
Les accroissements df3, et df3, étant indépendants, on peut écrire :
E[dB,dB,]
s OTEE
E[d8)] _ Qdt _Q
(1)’ (@ dt

en vertu de la propriété 62. Lorsque dt — 0, cette fonction tend vers la mesure de Dirac de
support 0 et de masse @ : o
E[B,8,] = Qdo(t)

D’apres la définition 88, la densité spectrale de puissance du processus est transformée de
Fourier de la mesure de Dirac de masse () qui est égale & une constante sur tout le spectre et
égale 8 ). m

Cela se traduit par le fait que, pour un bruit blanc, le contenu spectral est uniforme et
qu’aucune fréquence n’est privilégiée. C’est d’ailleurs I'origine du terme, en référence a la lumiére
blanche pour laquelle toutes les composantes de couleur ont la méme intensité.

Exemple 73. L’exemple type du bruit blanc gaussien est le bruit thermique, tension présente
aux bornes d’une résistance R portée a la température Ty. On peut montrer que dans ce cas,
la densité spectrale de ce bruit est () = 2kRTy ou k est la constante de Boltzmann. En réalité,
ce bruit n’est évidemment pas de puissance infinie, comme l’est le bruit blanc théorique, mais
chute rapidement a partir de la fréquence 6 x 10'? Hz.

Bruits blanc impulsionnels

De méme, le bruit blanc poissonien peut étre défini comme la dérivée formelle par rapport
au temps du processus de comptage N; centré (défini en 2.2.2), c’est a dire auquel on a retiré
sa moyenne :

AN, 2 dN, — E[dN]]
- dNt - )\tdt

d’apres la propriété 66. On obtient alors le définition formelle du bruit blanc poissonien comme
suit :

~ dN, dN,
N, =ty
Pt dt ’

Si la fréquence A est indépendante du temps, un tel processus est stationnaire et, & nouveau :

Théoréme 74. La densité spectrale d’un bruit blanc poissonien stationnaire a temps continu
est constante.
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Preuve. En utilisant les conventions de la remarque 71, les accroissements d]vt £ AN, — \dt
et dNs = dNs — A\ds étant indépendants et de moyenne nulle, son autocorrélation est définie
formellement par :

E |dN,dN, E |dN,| E |dN,
[dtds | - | c;tds[ | =0Vt #s
EKdﬁt” _ E[(dN)?] = (Adt)? A \ A
(dt)? N (dt)? T dt Caodt

en vertu des propriétés 67 et 68. Lorsque dt — 0, cette fonction tend vers la mesure de Dirac
de support 0 et de masse A :

E[N.:N,] = Aol — s)

et sa densité spectrale de puissance, transformée de Fourier de son autocorrélation, est une
constante égale & \. =

A noter que l'analyse au second ordre ne sait pas faire la différence entre un bruit blanc
gaussien et un bruit blanc poissonien qui, cependant, sont radicalement différents du point de
vue de leurs trajectoires.

Enfin, un bruit blanc ponctuel sera défini comme la dérivée formelle, par rapport au temps,
d’un processus de comptage marqué centré :

d%t £ dﬂ't —E [d’ﬂ't]
On obtient alors : B
72 dm
CTodt

Si le processus est stationnaire, c’est a dire si A; et p; (u) sont indépendants du temps, on a
de méme :

Théoréme 75. La densité spectrale d’'un bruit blanc ponctuel stationnaire a temps continu
est constante.

Preuve. Utilisons la représentation des accroissements du processus de ’expression 2.7 :
dﬂ't = / UdNt (dU)
u
Notons que les accroissements centrés peuvent s’écrire :
u
ott U = u — E[u]. En effet, d’aprés 'équation 2.5, B [dN; (du)] = Py (du) Adt. Dot : :

E[d7,] = /u A [N, (du)]

_ ( /u Py (du)) At

=0

d’apres la définition de w.
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L’autocorrélation du bruit blanc ponctuel s’écrit alors :

E{dada] _ / /ma [dNt (du) dN, (dv)

dtds dtds

Or, la propriété d’accroissements indépendants permet d’écrire, en utilisant & nouveau 1’ex-
pression 2.5 :

E[dN, (izii ;uvs (dv)] E[d]\cfltt(du)]E[d]\;; @] _ ) By (o) do (0t 4.5
E [dN, (du) dN, (dv)] ANIBIN ] — Py (du) Py (dv) X, Vu # 0
(at) | HemeoT] _ rtnr v,
D’ou

{d%td%ﬂ { I, fu ﬂPU (du) IP’U (dv )(>\)2 = 0,Vt #
dtds J, @)?Py (du) 2 =E [((@)%)] 2.Vt =

Le passage a la limite dt — 0 donne finalement :

E {d%ﬂ — B [((@)*)] Ado (t — s)

Par conséquent, par transformée de Fourier, la densité spectrale de puissance d’un bruit blanc
ponctuel est une constante égale a E [((ﬁ)z)] A, produit de la variance de la marque par la
fréquence des sauts du processus. m

Exemple 76. En télécommunication a trés basse fréquence, c’est a dire inférieure a 30 kHz
(VLF), la décharge électrique due a la foudre se traduit par le présence trés fortes perturbations
de type impulsionnelles a occurrences aléatoires de type poissonienne. Un exemple de réalisation
de telles perturbations (données réelles) est représenté sur la figure 2.4. Naturellement, comme
ces données sont échantillonnées, on n’observe pas une "vraie impulsion", d’ailleurs sans réalité
physique, mais le signal obtenu apreés le filtrage passe-bas nécessaire a I’échantillonnage (voir
paragraphe 2.4.2).

2.3. Caractérisation des processus markovien

Selon la nature des espaces d’état E et de temps 7', la construction des processus markoviens
difféere. Examinons comment, dans les différents contextes de notre classification.

2.3.1. Processus discrets a temps discret

C’est le cas le plus simple de processus markoviens qu’on peut imaginer. Considérons un
processus stochastique S; défini sur un espace discret (de cardinal fini m). On peut toujours
se ramener a un espace E = {1,...,m} par numérotation de chacun des états. La modélisation
d’un tel processus stochastique est alors réalisée par la donnée de la condition initiale, c’est a
dire

{IP (SO = So) ,Vsg € E}

et par la donnée des probabilités de transition d’un état a un autre :

P (S; = s¢|St—1 = St-1),Vsp,84-1 € E
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Fic. 2.4 — Exemple de bruit VLF

Notation 77. A noter que nous utilisons ici la notation P (Sy = s¢) au lieu de Pg, (so), ceci
pour rendre la lecture plus intuitive : P (Sy = s¢) peut s’énoncer " la probabilité pour que le
processus Sg prenne le valeur sg.

A chaque instant ¢, la distribution de probabilité de S; est représentée par 1’ensemble
{P(S; = s:),Vsy € E}. L’évolution de 'état du processus peut alors s’écrire en termes de
probabilités en utilisant la version discréte du théoreme 54 comme suit :

]P)(St = St) = Z P (St = St A St—l = St—l) (28&)
St71:1
= Y P(Si =581 = s21) P (St = s1-1) (2.8b)
j=1

Sion note i, = [P (S; = 1) ...P(S; = m)]T le vecteur de R™ désignant la distribution probabiliste
de T'état a linstant ¢ et P, la matrice de R™*™ dont le terme de rang (i,j) est égale a la
probabilité de transition P (S; = i|S;_; = j), la transition définie par I’équation 2.8 se traduit
par le produit matriciel suivant :

te = Py

En itérant cette équation d’évolution, on obtient la probabilité du processus a l'instant ¢ a
partir de la condition initiale p, selon :

= P Py

Exemple 78. Le codage en télécommunications numériques.
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2.3.2. Processus discrets a temps continu

Soit S; € E = {1..m},t € R un processus discret a temps continu. Pour définir ce pro-
cessus, on est amené & définir ses probabilités de transition sur tout intervalle de temps, soit
I’ensemble {P (S;,qs = i|S; = j), Vi, j € E}. Pour que ce processus ne soit pas dégénéré, il appa-
rait nécessaire que le nombre de transitions sur une intervalle de temps fini [0, ¢] soit lui-méme
fini. Pour ce faire, il suffit que la probabilité pour que le processus "saute" de la valeur courante
a une autre valeur (S;q4 # S;) soit proportionnelle & dt :

P (Syrar # SilSe = j) = Mdt
et, par conséquent : .
P(St-‘rdt - Z|St - ]) — 1 — )\'Zdt

On peut dire que )\{ désigne la fréquence a laquelle le processus quitte I’état j. Dans 1'hypo-
these ou I'état quitte la position j,il est nécessaire, comme au paragraphe 2.3.1, de définir les
probabilités de transition vers un autre état, a savoir :

¢ =P (Sprar =S = j A Sprar # Si) Vi #

Observons alors comment la distribution de probabilité P (S; = i) évolue au cours du temps.
Pour ce faire, utilisons la version discréte du théoréme 54 et considérons cette probabilité comme
la marginale suivante :

m

P(Sipa =1) = ZP(St+dt =1AS =j)

J=1

Par définition de la probabilité conditionnelle, cette expression peut étre récrite :

P(Serar =) = Y _ P (Serae = ilS: = j) P (S; = j)

=1

Séparons alors dans cette somme les deux cas évoqués plus haut, a savoir Sy, 4 = S; et Spiar #
St :

m

P (Spyar = 1) = (1 — N\ydt) P (S, = i) + Z P (Strar = i[S: = j) P (S¢ = j)
j#i=1
Or, pour i # j, P (Sprar = Sy = j) = X dtQ". Par conséquent, on a :

P(Spiw =i) —P (S, =1 : , O )
Grea 20 ZPOZD _ \p(s,=i)+ Y NQUB (S =) (2.9)
i#i=1
Si on note i, = [P[S; = 1]...P[S; = m]]T le vecteur désignant la distribution probabiliste de
I’état & U'instant ¢, et si on construit la matrice P de R™*™ définie par :
P=

P/ = NQY\Vi#j
Par passage a la limite, ’équation 2.9 s’écrit alors sous la forme matricielle suivante :
fre = Pipy

Connaissant 1’état initial 1, on est alors capable, par intégration de cette équation différentielle,
de déterminer la mesure de probabilité de y,. En particulier, si les transitions sont stationnaires
(indépendantes du temps), on obtient :

pe=epg
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Exemple 79. Le phénoméne qui gouverne ’apparitions de pannes sur un systéme peut étre
modélisé de la sorte. Si on énumére I'ensemble des pannes pouvant survenir sur un procédé,
on peut modéliser chacune des situations par un état discret : état "normal", état "panne du
composant 1", ... En fonction du degré de fiabilité des différents composants du systéme, on
sera a amené a définir différents valeurs de probabilité de passer d’un état "normal" a un état
"panne". Par exemple, on pourra considérer que la probabilité qu’une panne d’un composant
survienne est naturellement plus faible que la probabilité qu’il demeure en fonctionnement
normal. De méme, la probabilité qu'un composant se répare seul, passage d’un état "panne" a
I'état "normal" pourra étre fixée a4 0. On peut également représenter le phénoméne de panne
en cascade en affectant une certaine probabilité de passer de "panne du composant i" a "panne
du composant j". etc.

2.3.3. Processus continus a temps discret

Le processus markovien X; € R",t € N est dans ce cas défini par sa mesure de probabilité
de transition Py, |x, , (dx¢|z,—1). L'utilisation récurrente du théoréme 54 permet alors, au moins
théoriquement, de calculer la probabilité Py, (dz;) a partir de la connaissance de Px, (dxg).

Py, (dz;) = /Pxﬂxt_l (dai|wi—1) Px,_, (doy_1)

= /"'/]P)XHth (d.%’t|l’t_1) -~-]PX1|X0 (dl’l‘ﬂfg)]}p(dl'o)

ou l'intégration est faite sur les variables xg,...,x;_1. Si dans le cas ou l'espace est fini, on
peut envisager aisément d’énumérer ’ensemble des transitions possibles et de leurs affecter
leur probabilités, ce n’est évidemment plus vrai quand l'espace est continu. En général, la
modélisation de tels processus fournit une équation d’évolution de type déterministe par une
équation aux différences du type :

r; = f(t,v1,we), v €RY, wy € R™, €N (2.10)

ol w; représente les entrées du systéme qui modifient sont comportement dynamique. L’aspect
aléatoire est alors rejeté dans la méconnaissance de ces entrées. On parle parfois de systémes
dynamiques a entrées non mesurées.

Pour que le systéme ainsi modélisé soit markovien, il est nécessaire que ces entrées soient des
bruits blancs. En effet, en terme de réalisation, X; est une fonction de X et de la réalisation de
la séquence de bruits {Wy,...W;_1}. Si le bruit W; est indépendant de son propre passé (et de
X)), il est également indépendant de X;. Par conséquent, sachant X, la variable aléatoire X,
dépend uniquement de la réalisation de W, présente et non du passé du processus { X, 7 < t}.
Si d’aventure, le processus W, n’est pas un bruit blanc, il est nécessaire, pour construire un
processus markovien, de décrire la "machine" qui I’engendre & partir d’'un bruit blanc. En
d’autres termes, si le bruit W; est "coloré", cela signifie que toutes la connaissance que nous
avons de ce processus n’est pas épuisée.

Ainsi, la donnée de X;_; et de la distribution du bruit blanc W; détermine complétement
la distribution de X, définissant par 1a la probabilité de transition Px, x, , (dz|zi—_1).

Plus précisément, supposons dans un premier temps que m = n et que la fonction f (¢, 2,1, ®)
soit inversible et contintiment différentiable : w; = f~' (¢, 2;_1, ;). Considérons un voisinage
du point x; de volume infinitésimal dz;. Au voisinage du point wy = f~1 (¢, 2;,_1, ), le volume
image par la fonction f~! est défini par :

of !
axt

dwt = ‘ d.’lﬂ't
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ol ‘ %‘ est le jacobien de f~!. Par conséquent, la mesure de probabilité de transition s’exprime

selon : )
afi <t7$t—17xt)
al’t

PXt\Xt—l (dxt|'rt—1) = PWt <

dcw) (2.11)
Si la mesure de W, est a densité, on peu écrire :

Py, (dwt> = Pw, (wt) dwy

ou pyw, (w;) désigne la densité de probabilité de W, évaluée au point w;. Comme W, posséde
une mesure a densité et que la fonction f~! est continue, z; posséde également une densité.
L’expression 2.11 se transforme alors en :

af1

d
8xt o

Px X1 ($t|$t—1) dr; = pw, (f_l (t7xt—17 xt)) ‘

Noter qu’on aurait pu obtenir directement cette formule en appliquant le théoréme 31 relatif
aux formules de changement de variable pour obtenir :

af 1
8.Tt

d.flft

Pxoxeoy (@elze ) doy = pw, (F71 (8 201, 24)) ‘

Si m < m, ce qui est la plupart du temps le cas, la fonction f (¢, x;,®) ne peu pas étre
inversible. Cela signifie que pour une transition donnée, certaines composantes de I’état sont
liées. En faisant appel au théoréme de fonctions implicites et en réalisant un changement de
variable, il est alors en général possible de partitionner I’espace d’état obtenu apres changement
de variable de telle sorte que le systeme 2.10 s’écrive dans les nouvelles coordonnées :

']:1} = fl (thfl’wt)
x? = f2 (ta xtfl)

ou f; est inversible par rapport & w;. On peu alors décomposer le voisinage dz; de x; en le
produit de deux voisinages dz} et dz?. En utilisant la définition de la probabilité conditionnelle
on obtient alors :

Pxyix,, (deelzer) = Pxixopx,, (doy, daf|z_)
= PX?\Xg,Xt,l (dxﬂx%al’t—l) ng\xt,l (dlﬂl’t—l)
La liaison entre xf et x;_1 étant déterministe, on a :
PXletq (dxﬂxt—l) = 5f2(t790t71) (da:?)
et

8f1—1 (t, Ty_1, l’t> dx%)

Pyiix,, (doglzea) = Pw, ( O

Par conséquent, la mesure de transition s’écrit :

Of Y (t,xq,x
PXt|Xt71 (dxt|xt—1> = Pw, ( /i (a = t)dxz}) 5f2(t796t71)dx?
Ty
Si la mesure de W, est a densité, cette expression devient :
_ a(f)"!
]P)Xt\Xt—l (dxt|xt—1) = Pw, (fl ! (t793t—1a x%)) Ol 5f2(t793t—1) (dlf)
t

et on constate que, méme si W, posséde une mesure & densité, la mesure de transition Px,|x, , (dw:|x;1)
posseéde en général une partie singuliére.
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2.3.4. Processus continu a temps continu

Si on reprend la méme démarche que celle poursuivie au paragraphe 2.3.3, un systéme
dynamique continu & temps continu est classiquement modélisé par une équation différentielle
ordinaire du type suivant :

dxy
dt
a laquelle il faut ajouter la définition de la condition initiale zy. Ce modéle est généralement
issu de 'application des lois de la physique, de la chimie, de I’électromagnétisme,... Pour que
cette équation ait un sens et pour garantir I'unicité de la solution, il est nécessaire que [2] les
conditions suivantes soient vérifiées :
— La fonction f doit étre Lipschitz par rapport a z;, c’est & dire a variations bornées :

= f(t,zy,w), v, €R", vy €U, t R (2.12)

K € R/Vr,y e R",Vu c U, || f (,2,u) — [ (Ly, w)]| < K [z =yl

— L’entrée u; doit étre continue par morceaux, c’est a dire continue sauf pour un nombre

fini de points supports.

Par extension au cas stochastique, les processus markoviens peuvent généralement étre re-
présentés par une équation d’état dont les entrées sont cette fois les aléas qui gouvernent
I’évolution de celui-ci. Afin de revenir a ’essence de ce qui gouverne le processus, ces entrées
seront modélisées comme des bruits blancs, variables sans mémoire, assurant ainsi que toute
la connaissance qu’on peut avoir sur le processus a été exploitée. Nous avons mis en évidence
deux classes fondamentales de bruits blancs, selon qu’ils étaient issus de processus a accrois-
sements indépendants continus (bruit blanc gaussien df,/dt) ou purement discontinu (bruit
blanc ponctuel dN; (du)). Il est clair que de tels processus, les bruits blancs, ne satisfont pas
la seconde condition nécessaire a 'existence d’une solution unique, ceux-ci n’étant méme pas
bornés. Il est cependant possible de donner un sens & une équation différentielle gouvernée par
des bruits blancs & condition de prendre un certain nombre de précautions. Premiérement, les
entrées (bruits blancs) doivent apparaitre linéairement dans I’équation différentielle. On peut
en effet définir par prolongement analytique une équation différentielle linéaire gouvernées par
des entrées non bornées comme on le fait pour définir la réponse impulsionnelle d’un systéme
linéaire (entrée de type mesure de Dirac). La forme générale de I’équation d’évolution sera alors
la suivante :

dxy = f(t, z)dt + g(t, x)dB, + /U k(t, xe, u)d Ny (du) (2.13)
ou x; € R" représente 1'état du systéme, 3, est un mouvement brownien de R™ de matrice de
covariance Q; (E[dfB,dS]] = Q,dt) et dN,(du) est un processus ponctuel de R? engendré par le
processus de Poisson V; de fréquence \; et dont les marques sont distribuées selon la loi dP;(u)
(E [dN; (du)] = M\dtdP; (u)). Il convient de plus de préciser la condition initiale du systéme a
travers la définition de la distribution de probabilité P (dxg). Le terme en dt de cette équation
modélise la partie dite dérive du systéme, le terme en df3, la partie dite diffusive et le terme en
dN; (du) la partie discontinue.

Cependant, cette définition demeure incompléte tant que nous n’avons pas précisé quel sens
donner & cette équation différentielle stochastique. En effet, considérons par exemple la partie
ponctuelle de I’équation. Comme nous l’avons souligné plus haut, I’élément différentiel n’est
pas infinitésimal puisqu’il prend, au moment du saut, la valeur unité. Du fait du bouclage de
x¢ dans I’équation, il est nécessaire de définir sur quel point s’appuyer pour calculer I'incrément
dxy, celui-ci n’étant pas infinitésimal & 'occurrence d’un saut et la trajectoire de x; étant
par conséquent discontinue en ce point. Nous rencontrons la méme difficulté pour définir la
multiplication d’une mesure de Dirac par une fonction discontinue au point support de la
mesure.
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Pour donner un sens a cette équation différentielle stochastique, il suffit de définir une
convention. Nous opterons pour la définition classique d’It6 qui prend pour point support le
point situé "a gauche" dans le temps, qui, d’'un point de vue numérique, correspond au schéma
d’intégration d’Euler, c’est-a-dire la limite li_r)%xt_s. Ce choix est relativement naturel si on

adopte le principe de causalité c’est a dire si on admet que le passé engendre le présent. Plus
précisément, 1’équation 2.13 sera définie au sens suivant :

Ty = li_r%xt_s + f(t,ze—c)e + g(t,2e—) (B, — Br_.) + /Uk:(t, xy — e, u)(Ne(du) — Ni—c(du))

Sous les hypothéses de régularité suffisante des fonctions f, g,k (Lipschitziennes), un tel
processus est bien défini et est continu a droite, limité a gauche. Par ailleurs, ce processus
est bien markovien. En effet, les accroissements df5, et dN;(du) étant indépendants, ils sont
indépendants du "passé" de x;. Autrement dit, les accroissements 3, — f3,_. et Ny(du)— Ny_.(du)
sont indépendants de I’ensemble {x,Vs < ¢t — e}, et ceci quel que soit . La connaissance de
la valeur de z;_. et de la loi des accroissements des bruits suffit donc décrire complétement la
loi de x;. A noter que pour une telle définition, ’équation d’évolution n’est pas réversible, les
accroissements dz; different selon le sens du temps choisi.

Un représentation équivalente mais moins rigoureuse de 1’équation différentielle stochastique
2.13 est la suivante :

dﬂ?t = f(t, xt)dt -+ g(t, xt)dﬁt + k(t, Ty, ut)dNt

ou N, désigne le processus de comptage des sauts, indépendamment de la valeur prise par la
marque, et ol u; désigne la valeur aléatoire prise par la marque a I'instant du saut de V.
Cette écriture est moins rigoureuse que la précédente dans la mesure ou elle fait apparaitre un
processus u; comme un bruit blanc qui en réalité n’en est pas un, les valeurs prises par u; en
dehors des instants de saut n’ayant pas d’influence sur le processus ;.

Remarque 80. Une alternative a cette définition qui rend l'intégration symétrique, et donc
réversible, est celle proposée par Sratonovich [3]. Elle correspond au schéma d’intégration de
Range-Kutta qui consiste a prendre appui sur le point milieu (x; — x4—.) /2.

Remarque 81. Si les fonctions g et k ne dépendent pas de x;, toutes définitions de I’équation
différentielle stochastique sont équivalentes.

Exemple 82. Pour illustrer la nécessité d’une telle d’une telle définition, considérons le signal
du télégraphiste qui peut étre modélisé par I’équation suivante :

dﬂjt = (1 — th)dNt
g — 0

Considérons cette équation au sens d’It6. A I'occurrence d’un saut (dN; = 1), on obtient :

Ty = li_r%xt—e +(1—2x.)
= lim (1 —mz_.)
e—0

Partant de xo = 0, a 'occurrence du premier saut, on obtient x; = 1. Au saut suivant, le schéma
d’approximation donne z; = (1 — 1) = 0. Ainsi, a chaque saut de Ny, I'état x; commute entre
les valeurs 0 et 1. Considérons a présent cette équation différentielle stochastique au sens de
Stratonovich (voir remarque 80) qui consiste a prendre appui sur le point milieu (x; — x;_.) /2.
A T’occurrence d’un saut (dN; =1), on a :

Ti—e . 1
— = Iy = lim — + Ty e
e—092

Ty = li_r)%xt_g +1-— 21‘15 B
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Partant de xy = 0, a I'occurrence du premier saut, on obtient x; = 1/2. Au saut suivant,
le schéma donne z; = 1 puis x; = 3/2... On constate que les trajectoires résultantes sont
totalement diftérentes en fonction du schéma d’intégration retenu.

2.3.5. Processus hybrides

On appellera processus hybride un processus dont ’espace d’état est composé d’une partie
continue et d’une partie discréte. Cette partie discréte peut représenter, par exemple, un mode
de fonctionnement d’un systéme (apparition de panne). Nous nous restreindrons ici au cas
temps discret.

Si on note X; € R" la partie continue et S; € E = {1,...,m} la partie discréte, la représen-
tation complete d’un systéme hybride & temps discret s’écrit alors :

Ty = f(tht—l) St—hwt)

ol w; est un bruit blanc & temps discret, indépendant de S;. L’évolution de 1’état discret
S; est représenté par ses probabilités de transition markoviennes sous la forme de ’ensemble
{P(S; =1|S;-1 =j),Vi,j = 1..m}. Comme d’habitude, il faut ajouter a cette définition du
systéme la probabilité initiale de I'état Px, et o = [P (So = 1)..P(Sy = m)]”.

Les mesures de probabilité de transition de 1’état continu sont définies pour chaque valeur
de S; comme au paragraphe 2.3.3 sous la forme :

th\xt,l,st,l (d$t|$t—17 St—l)

L’évolution de la probabilité conjointe Py, g, s’obtient par une double sommation : I'une sur
I’espace continu X;_; et I’autre sur I'espace discret S;_;. On écrit donc :

]P)Xt dﬂjt,St - E /]IDXt,Xf 1,5¢,5t—1 (dl’t,dl’t 17St78t 1)

Stll

Par définition de la probabilité conditionnelle, on a :
Px,.50,5,_1 (dxs, dve 1, 8¢, 80-1) = Px, 5,5,y (dxe]me1, 86, 80-1) Px, 5.5, (dvi—1, 8¢, 80-1) (2.14)
L’évolution de S; étant supposée indépendante du processus X;, on peut écrire que :
Px, 5.5 1 (dve|Ti1, 5t 50-1) = Px, 5,5, 1 (dve|wi—1, 5¢-1)

En introduisant a nouveau la probabilité conditionnelle sur S; dans le deuxiéme terme de 2.14,
on obtient :

]P)Xt,St,St_l (d'rt—lv Sty St—l) - IEDSz|St_1,Xz_1 (St|8t—17 xt—l) PXt_l,St_l (d'rt—la St—l)

Le processus S; étant indépendant du processus Xy, Pg, (s, ; x, ; (5¢|5t—1, Te—1) = Pg,|5,_, (5¢|5¢-1)-
L’évolution de la mesure de probabilité conjointe s’exprime donc finalement selon :

IEDX,: (dxt,St Z /]P)Xt,St,St 1 (d‘xt|xt I;St I)PSt\St 1 (8t|st 1)IEDXt 1,5t—1 (d'rt 178t 1)

Stll
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2.4. Modélisation a temps discret des processus stochastiques mar-
koviens

De par leur complexité calculatoire, les techniques d’estimation et de traitement avancé du
signal que nous allons développer ici ne peuvent étre mises en oeuvre que sous forme numérique
par utilisation d’un calculateur. Ces traitements utilisent deux types de modeéles : les modéles
de prédiction des variables internes du systéme et les modéles des capteurs du systémes. Les
modeles de prédiction stochastique décrits dans le chapitre 2, issus généralement de la modéli-
sation physique des phénoménes, doivent donc étre discrétisés dans le temps 2. De méme, dans
la plupart des cas, les mesures physiques réalisées sur un systéme sont continues dans le temps
(positions, vitesses, tensions, températures, ...). Pour pouvoir étre traitées numériquement par
calculateur, ces informations continues issues des capteurs doivent étre échantillonnées. Le pas-
sage d’un modeéle continu a un modele & temps discret nécessite donc attention particuliére.
Nous allons donc brievement montrer comment on peut passer d’un modele a ’autre et rappeler
les principes de base de ’échantillonnage des processus.

2.4.1. Modéle a temps discret d’un systéme dynamique stochastique

Considérons un processus markovien, a temps continu, tel que ceux décrits dans le chapitre
2. Si on se restreint aux processus markovien, on a établi qu'un tel processus pouvait étre
représenté par une équation différentielle stochastique du type suivant :

d'rt - f(ta T, St)dt + g<t7 T, St)dﬁt + k(tv Tty Sty ut)dNt (215>

ou z; € R"” et s, € N désignent 1’état interne hybride qui engendre le processus. 3, et N; sont
des processus a accroissements indépendants, le premier continu (mouvement brownien) et le
second un processus de comptage. u; est la marque du processus de comptage dont la valeur
n’influence le comportement du systéme qu’a 'occurrence d’un saut de V;. Sa réalisation est
indépendante de 3, et de N, et distribuée selon la loi Py (du). Les commutations de 1'état
discret S; sont markoviennes et décrites par 1’ensemble des fréquences de commutation )/ et
par ’ensemble des probabilités de transition Qij définies au paragraphe 2.3.2.

La discrétisation d’un tel processus consiste a en donner une représentation approchée sous
la forme d’une équation récurrente de la forme :

Ti1 = [ (k, z}, si, w) (2.16)

ol zf = Tyas €t 87 = spa, sont les état échantillonné a I'instant ¢ = kA, respectivement continu
et discret, et w; un bruit blanc & temps discret conforme & la définition 55.
Si on intégre, entre deux instants d’échantillonnage, I’équation 2.13, on obtient :

(k+1)At (k+1)At (k+1)At

i =T+ / f(t, 2y, s¢)dt + / g(t, e, s¢)df, + / / k(t,xy, s¢,u)dNy(du)

kAt kAt kAt U

Cette expression est évidemment implicite du fait de la présence de x; & l'intérieur des

intégrales. Cependant, si la fréquence d’échantillonnage est "suffisamment" élevée vis a vis des

constantes de temps du systéme, on peut considérer que ’approximation d’Euler est légitime.
On obtient alors :

xy g+ f(EAL, ) At + g(kAt, x3)ASB), + / k(kAtL, x7, u) ANg(du) (2.17)
U

2Ceci n’est théoriquement pas nécessaire. On peut faire toute la théorie du filtrage en considérant une
évolution & temps continu de I’état du systéme observé a temps discret. Cependant, la complexité induite n’est
pas, en général, justifiée.
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ou :

Aﬁk = 5(k+1)At_6kAt
ANk(du) = N(k+1)At(du)—NkAt(du)

[, étant un mouvement brownien, donc a accroissements indépendants, il est clair que :

P(AﬁkMqua --~A51) = P(Aﬁk)

Il en résulte que Af,, est un bruit blanc & temps discret. De plus, la distribution des incréments
browniens étant gaussienne, le bruit blanc A, est distribué selon une loi gaussienne de moyenne
nulle et de variance QAt ot () désigne la densité spectrale de puissance de Bt. A noter que c’est
donc la puissance moyenne, et non I’amplitude moyenne, du bruit qui est proportionnelle a la
période d’échantillonnage At.

Une difficulté apparait dans la description de la partie ponctuelle du fait que 'accroisse-
ment ANg(du) peut prendre théoriquement n’importe quelle valeur entiére dans l'intervalle
[kAt, (k + 1) At]. Entre deux échantillons, le processus de comptage marqué peut sauter plu-
sieurs fois sur des marques différentes. Soit NV, le processus de comptage qui gouverne les sauts
du processus, indépendamment de la valeur de la marque. En effet, d’apres la définition de la
loi de comptage 2.4 :

P[AN, = 0] =e
P[AN, = 1] = \Ate 4
(AAD? e

Cependant, si la fréquence d’échantillonnage est grande par rapport a la fréquence A des
sauts de dNy, c’est a dire si AAt < (AAt)?, on peut considérer que la probabilité P[AN; > 2]
est négligeable par rapport aux autres événements. Le développement limité de I’exponentielle
conduit alors a I'approximation du processus de comptage suivante :

PIAN, = 1]~)\At (2.18a)
P[AN, = 0]~1— \At (2.18b)

Dans cette hypothése, on peut récrire le modéle de prédiction 2.17 de la maniére suivante :
zf g ~af + f(RAL x5 At + g(kAL, 25)AB, + k(KA x5, u) ANy

ou AN}, est un bruit blanc a temps discret a loi binomiale définie par 2.18, et ol u; est un bruit
blanc a temps discret ayant la méme loi que u.

Notons que les approximations que nous nous sommes autorisées nuisent peut a performance
des estimateurs s’appuyant sur ces modéles. En effet, en pratique, les bruits sont suffisamment
important pour intégrer de "petites" erreurs de modélisation.

Exemple 83. Considérons un mobile se déplacant dans un espace a une dimension, de position
xy, de vitesse v; et soumis a une force extérieure f;. Les équation de la dynamique newtonienne
décrivent I’évolution de ce mobile par la formule suivante :

mu + Py = fi

ol p est un coefficient de frottement visqueux et m la masse du mobile. Sous forme d’équation
d’état, on obtient :

.jft:Ut

. 1%
vy = ——Ut+ft
m
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Soit At la période de discrétisation de ce processus. Supposons que la force extérieure soit
modélisée comme un mouvement brownien de variance (Qt. Le schéma d’intégration d’Euler
donne alors :

Tkl — xk—i—vat

JAN?
Vpt1 = (1 — 'LL—) v + frAt
m

frv1 = fu +AB,

ot AfB,, est un bruit blanc gaussien de variance QAt.

2.4.2. Echantillonnage d’un signal continu

Rappelons le théoréme fondamental de Shannon concernant 1’échantillonnage. 11 s’agit de
déterminer la fréquence d’échantillonnage minimale qui assure qu’il n’y a aucune perte d’infor-
mation apres échantillonnage.

Théoréme 84. Si le signal continu y, est a spectre borné dans l'intervalle [— Fiax, Finax], 1a
fréquence d’échantillonnage de ce signal doit étre supérieure ou égale a 2F,,,, pour garantir
inversibilité de I’échantillonnage, c’est a dire pour assurer la possibilité de reconstruire le signal
continu y; a partir de ses échantillons.

Preuve. Soit y§ le signal échantillonné a la période T = 1/F, du signal continu y,;. Celui-ci
peut étre représenté par ’expression suivante :

v = u Y Okr(t)

kEZ

= Z YrrOrr(t)

ol Oxr(t) désigne la mesure de Dirac de support k7. Par transformée de Fourier fréquentielle,
on obtient :

X(f) = X(H=)_ 0:(f) (2.19)

= > X(f—k/T) (2.20)

kEZ

ou * désigne I'opérateur de convolution. En effet, on peut montrer que la transformée du "peigne
de Dirac" de pas T est un autre peigne de Dirac de pas 1/T. Cela signifie que le spectre du signal
échantillonné s’obtient en rendant périodique le spectre du signal d’origine a la périodel/T. Le
signal continu d’origine, de transformée de Fourier X (f), peut donc étre restitué s’il n’y a pas
recouvrement quand celui-ci est rendu périodique sous la forme X¢(f). Il suffit pour cela que
la fréquence maximale F,., de X (f) soit plus petite que 2/T" = 2F,. =

Il ressort de ce théoréme un principe pratique fondamental de ’échantillonnage : il est
nécessaire de filtrer passe-bas le signal & une fréquence inférieure ou égale a la moitié de la
fréquence F, d’échantillonnage (filtre anti-repliement ou anti-aliasing filter). La restitution du
signal d’origine est réalisée par filtrage passe-bas & 1/(27") du signal échantillonné ys.
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2.4.3. Echantillonnage d’un signal bruité

Examinons & présent la conséquence de ce pré-filtrage sur un bruit blanc additif présent
dans un signal continu & spectre borné par Fy... Pour ce faire, considérons un bruit blanc
gaussien Bt (& temps continu) qui subit le méme traitement que celui décrit plus haut, c’est &
dire filtrage passe-bas et échantillonnage.

Théoréme 85. Si Bt est bruit blanc gaussien a temps continu de densité spectrale de puissance
Ny, le processus w; a temps discret obtenu aprés filtrage passe-bas a la fréquence F,/2 et
échantillonnage a la période 1/F, est un bruit blanc gaussien de variance NyF..

Preuve. Soit N la densité spectrale de puissance de Bt, constante sur tout I'axe des fréquences.
Si on considére que le filtre passe-bas utilisé pour éviter le phénomeéne de repliement des spectres
est idéal et de fréquence de coupure F, /2, en vertu du théoréme 90, la densité spectrale du bruit
filtré sera constante (égale & Ny) sur 'intervalle [—F, /2, F, /2] et nulle ailleurs :

S(f) = NoI(f € [~F./2,F./2)) (2.21)

ou I désigne la fonction indicatrice d’intervalle. La densité spectrale de puissance du bruit filtré
et échantillonné wy, k € Z sera donc, d’aprés le théoréeme 84 :

Su(f) =Y _NoI((f — kF.) € [-F./2, F/2]) (2.22)

kEZ

qui est égale a la constante Ny, Vf € R. La bruit échantillonné est donc décorrélé. Sa variance
est égale a l'intégrale de sa densité spectrale de puissance, soit ici NoF,. De plus, comme le
filtrage linéaire d’un processus gaussien est lui-méme gaussien, on peut affirmer que le processus
wy est un bruit blanc gaussien. m

Par ailleurs, 'autocorrélation de ce signal filtré, transformée de Fourier inverse de sa densité
spectrale de puissance, est donnée par :

R — N, sin(mF,1)

T
On vérifie bien que celle-ci est nulle sur tous les point supports 7 = k/F,, k € Z que sont les
points d’échantillonnage.

Cela signifie que si 'observation d’un systéme est de la forme :

yt:xt—i-Bt,tER

ol x; est un signal continu a spectre borné par Fi, .y, et ou Bt est un bruit blanc gaussien de den-
sité spectrale de puissance Ny, aprés échantillonnage a la période T', le processus d’observation
se représente par :

yi = 7+ w

ou xf, = xjp désigne le signal échantillonné et ol wy est un bruit blanc gaussien de variance
NyF..

En pratique, on travaille rarement avec la densité spectrale de puissance Ny. La pluparts
des signaux traités sont des signaux a spectre considérés comme bornés dans un intervalle du
type [Fuin, Fmax)- Dans ce cas, on évalue généralement la puissance P, du bruit dans la bande
[Finin, Finax)- 11 est important de noter que si le filtrage passe-bas décrit ici a été remplacé par
le filtrage passe-bande [Fiuin, Fmax), le bruit échantillonné, considéré comme blanc a 'origine,
ne 'est plus. En effet, sa densité spectrale de puissance définie par 2.20 comporte des "trous"
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(voir figure 2.5). 11 est alors aisé de montrer que le bruit blanc équivalent a une variance égale

a:
F,

2(F1max - Fmin)
En d’autres termes, si par le filtrage passe-bande [Fyin, Finax|, l& puissance du bruit résultant
est diminuée, améliorant d’autant le rapport signal/bruit, ceci s’est fait au détriment de la

blancheur du bruit, hypothése trés souvent nécessaire en traitement du signal. Insistons donc
pour dire que la variance de bruit & prendre en compte n’est pas P mais 0? donnée par 2.23.

02:Pb

(2.23)

¥

F1G. 2.5 — Densité spectrale de puissance du bruit échantillonné.

Il est important de remarquer que, en vertu de 2.23, la puissance du bruit équivalent aprés
échantillonnage est proportionnelle a la fréquence d’échantillonnage. Par conséquent, quand on
augmente la fréquence d’échantillonnage pour augmenter le nombre d’échantillons du signal et
ainsi espérer améliorer la quantité d’informations acquises, ceci est compensé (exactement) par
I’augmentation du bruit équivalent. En pratique, afin de limiter la charge de calcul dévouée au
traitement du signal, on préfére utiliser la fréquence d’échantillonnage la plus faible possible
qui assure néanmoins de ne pas perdre d’information sur le signal utile, soit 2F}, ..
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A. PREUVE DU THEOREME "PRODUIT DE
GAUSSIENNES"

Avant toute chose, rappelons une identité algébrique utile.

Lemme 86. Si P et () sont des matrices carrées inversibles de R™*", alors :
(FPFT+ Q) = Q' = Q' F(FTQ ' F + P I FTQ! (A1)

Preuve. Pour établir I'égalité A.1, il suffit de vérifier qu’en multipliant par (FPFT + Q) on
obtient 'identité. En effet :

L = (Q@'-Q'F(FTQ'F+ P ) 'FTQ ) (FPF" 4+ Q)

= I+Q 'FPF' —Q'F(FTQ'F + P Y 'FT
~Q 'F(F'Q'F+ P Y 'FTQ'FPF"

= I+Q 'FPF' —Q'F(FTQ'F+ P Y 'P'PFT
—Q_lF(FTQ_lF + P—l)—lFTQ—lFPFT

= I+Q 'FPFT - Q 'F(FTQ'F+ P Y)Y Y (FT'Q'F + P " PF*

= I+ Q 'FPFT — I +Q 'FPFT

= T

|
Par définition, on a :

1 1 - _
[(z— Fy,Q)'(y — pu, P) = o~ 3 (@=Fy)TQ~ (@=Fy)+(y—m) P~ (y—n))

V2m)nQ[ v/ (2m) | P
Notons la forme quadratique argument de I’exponentielle
L=(z—Fy)'Q (= Fy)+ (y— )P 'y —p)

L’idée est de factoriser L de maniére & regrouper la somme des deux formes quadratiques en y
en une seule. Le développement de L conduit a :

L=y"(FIQ7'F+ P )y —2y"(F'Q 'w + P 'p) + 2" Qo + " P~ 'p
Notons :

Afl — FTQle_FPfl
n(z,p) = AFTQ 'z + P lp)

L’expression de L peut alors étre récrite :

L=y Ay —2y" A y(z, p) + 2" Qe + " Py
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En écrivant cette expression comme le début d’un carré et en complétant, on obtient :
L= (y—n(z, @) Ay —n(2)) + 2" Q" + u" P~y — n(w, n)" A7 n(z, ) (A.22)
En utilisant I'identité :
A= (FTQ7'F+P ') =P—PF'(FPF" +Q)"'FP
on obtient :
n(x,u) = PQ e — PFT(FPFT 4+ Q)"'FPFTQ v+ — PFY(FPFT + Q) 'Fpu
que l'on peut récrire, en ajoutant et retranchant () :

n(x,p) = PQ 'z — PFY(FPFT + Q) " (FPFT +Q)Q 'z + PFT(FPF' + Q) '
+p— PFY(FPFT + Q) 'Fu

D’ou :
n(a, 1) = p+ PFY(FPF + Q) H(z — Fp)

Notons a présent :

M = 2"Q '+ p" P —n(x, p)T A (x, p)
R' = (FPFT+ Q)™

En utilisant I'identité :
Q'=R 4 QIF(FTQ'F + P LFTQ!
on peut alors montrer en développant M que :
M = (z— Fu)"(FPFT + Q) '(z — Fp)
et que L s’écrit finalement :
L= (y—n(e,n) (F'Q'F+P ")y —nlz,p) + (z — ) (FPF" + Q)™ (x — p)
Le produit des deux densité gaussienne peut donc étre récrit :

1 1
v @mm Pl (2m)m Q)

e~ 3@ (FPFT4Q) " (w—p)

o~ 5 =n(@w) T (FTQ T F+P =) (y—n(z.u))

L(z - Fy,Q)l(y —p, P) =

En modifiant I’écriture du terme de normalisation, le produit de gaussienne s’écrit finale-
ment :

1 1 T(pTH—1 -1
_ _ — —5(y—n(z,p)" (FT Q™ F+P~ ) (y—n(z,u))
'z — Fy, P)I'(y — 11, Q) \/(%)n’(FTQlejLPfl)fl'e >
" 1 o 3= T (FPFT+Q)~ (z—p)
V (2m)" [ FPFT + Q)

qui est bien conforme a I’expression annoncée.
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B. REPRESENTATION SPECTRALE DES PROCESSUS

B.1. Densité spectrale de puissance

Dans le cadre de la théorie des systémes dynamiques linéaires, la transformée de Fourier (ou
Laplace) joue un role fondamental dans la résolution des problémes. En effet, les équations diffé-
rentielles linéaires a coefficients constants (systémes invariants au cours du temps) se raménent
a des équations algébriques a travers la notion de fonction de transfert. On montre ainsi que la
transformée de Fourier de la sortie d’un systéme linéaire s’obtient en multipliant la transformée
de Fourier de I'entrée par la fonction de transfert du systéme. Cette notion peut étre étendue
aux processus stochastiques stationnaires, c’est a dire tels que leurs propriétés statistiques sont
invariantes dans le temps. Si on se restreint aux deux premiers moments du processus (moyenne
et autocorrélation), la définition d’un processus stationnaire est la suivante :

Définition 87. Un processus stochastique X, est stationnaire au second ordre si : sa moyenne
E[z,] est indépendante de t ; son autocorrélation ne dépend que de s, Blxyx,, ] = Rxx(s) -

Cela signifie que toutes ses statistiques d’ordre inférieur ou égal a 2 sont indépendante de
lorigine des temps choisie. Pour de tels processus, on peut définir I’analogue de la transformée
de Fourier des signaux déterministes a travers ce qu’on appelle la densité spectrale de puissance :

Définition 88. Soit X; un processus stationnaire au second ordre. Sa densité spectrale de
puissance est égale a la transformée de Fourier de sa fonction d’autocorrélation :

Sxx(f) :/RGQiﬂftRxx(t)dt

Comme son nom l'indique, la densité spectrale de puissance représente la puissance moyenne
du signal présent dans une bande fréquence [f, fdf]. Celle-ci peut en effet étre obtenue par le
passage a la limite suivant :

Théoréme 89. Si le processus X, est tel que [, [tRxx(t)|dt < oo, alors :

B.2. Transformations linéaires

Considérons un systéme dynamique linéaire stationnaire défini par sa réponse impulsionnelle
h(t). Sa fonction de transfert H(f) est définie comme la transformée de Fourier de cette réponse
impulsionnelle, soit :

H(f) = /R e 2Tt (L) dt

Soit le processus stochastique X; appliqué a I’entrée de ce systéme et Y; le processus présent
a sa sortie on a alors le théoréme suivant :
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Théoréme 90. La densité spectrale de puissance de la sortie d’un systéme linéaire stationnaire
est égale a la densité spectrale de puissance de l’entrée multipliée par le module carré de la
fonction de transfert du systéme linéaire :

Syv(f) = H(f)[*Sxx(f)

Par définition de la réponse impulsionnelle, on a :

yy = (hxx) = / h(T)x(t — 7)dr
R
L’autocorrélation de la sortie est alors définie par :

Ryy(s) = Byl
= E {/R h(T)z(t — T)dT/ h(o)z(t +s —o)do

R
= / / h(T)h(o)E[z(t — T)x(t + s — o)]dTdo
R JR
Si le processus X; est stationnaire au second ordre, on a :

Elz(t —7)x(t+s—o0)] = Rxx(s+ 1 —0)

Ryy(s) = /Rh(T) </R h(o)Rxx(s+7 — J)da) dr

On reconnait, dans 'intégrale en o, la convolution entre h et Rxx prise au point s 4+ 7. Cette
expression peut donc étre récrite :

Rr(s) = [ hr)(hx Bax)(s-+ ir
R
En réalisant le changement de variable 7/ = —7 , on obtient :
Ryy(s) = / h(—7)(h  Ryx)(s — 7)dr
R

Si on note h(7) = h (—7), la fonction miroir de h, on observe que cette équation correspond &
une nouvelle convolution :

Ryy(S) = il x h * RXX(S)

Par transformée de Fourier, on obtient la densité spectrale de puissance de la sortie en fonction
de la densité spectrale de puissance.
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Deuxiéme partie

Filtrage des Systémes Markoviens
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3. ESTIMATION ET DETECTION OPTIMALE

3.1. Espace d’état continu

3.1.1. Modéele d’estimation des processus continus

On considére un processus stochastique markovien "inconnu" X; € R"™ représentant 1’état
interne d’un systéme dynamique a temps discret, tels que ceux décrits dans la section 2.3.3. Nous
nous limiterons ici aux processus a temps discret car la plupart des traitements "avancés" du
signal qui font 'objet de cet ouvrage sont réalisés aujourd’hui par des calculateurs numériques.
Le modéle d’évolution du processus d’intérét X; peut étre issu d’une modélisation du phénomeéne
physique qui le gouverne (les lois de la mécanique, de la chimie, de I’électromagnétisme,...)
ou d’un procédé d’identification. Le modéle markovien & temps discret peu alors étre obtenu
directement (dans le cas d’une identification) ou par discrétisation d’équation différentielles
stochastiques telle que décrites dans la section 2.4.

Ce processus est observé par un autre processus Y; € R™ a temps discret, qualifié de "pro-
cessus d’observation", lié au processus d’intérét X; et "sans mémoire". L’absence de mémoire
du processus d’observation signifie qu’a chaque instant d’observation, 'information fournie est
dépendante uniquement de 1’état présent du systéme et non de son passé (ou futur) ni du propre
passé (ou futur) du processus d’observation. Dans le cas contraire, il conviendrait de décrire la
dynamique propre des capteurs afin d’immerger celle-ci dans le processus stochastique marko-
vien X; par augmentation d’état. Le modele a temps discret de ce processus est généralement
issu de I’échantillonnage des signaux issues de capteurs disposés sur le systéme.

Le modeéle complet du processus d’intérét X; comporte donc les éléments suivants :

— Sa condition initiale représentée par la mesure de probabilité de X, définie sur R" :

P Xo (dl’o)
— Son évolution probabiliste représentée par une équation récurrente du type :

= f(t, o1, wy) (3.1)

ol w; € RP est un bruit blanc, indépendant de I’état interne x; et de mesure de probabilité
connue :

]P)Wt (wt)

L’expression de la dynamique 3.1 permet de déterminer la mesure de probabilité de transition :
Px,1x,_, (dai]ai—q) Vo1 € R"

L’observation y; € R™ et est alors généralement représentée par une fonction (statique) du
type :
ye = h(t, 7, vp)
ol v; € R? est un bruit blanc, indépendant de W,' et X,, de mesure de probabilité connue
P (dv;). La propriété de bruit blanc de la perturbation de ’observation permet de garantir que

LA noter que cette independance n’est pas nécessaire a la résolution du probléme.
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le processus Y; est sans mémoire. La donnée de cette mesure permet de définir la densité de
probabilité conditionnelle aux observations, soit :

PYt\Xz (dyt|xt) ,VIEt c R"

Notation 91. Par la suite, dans un soucis d’allégement des écritures, nous omettrons le nom
de la variable aléatoire dans I'expression des mesures de probabilité. Par conséquent, la notation
IP (dx|y) sera par exemple utilisée en lieu et place de Px|y (dx|y) quand il n’y aura pas d’ambi-
guité. En d’autres termes, on indiquera les seules les lettres minuscules (x,y) représentant les
valeurs des variables aléatoires (X,Y ).

Exemple 92. Si, comme c’est souvent le cas en pratique, le bruit de mesure est de type additif
gaussien de variance R, on définit :

v = h(x) + v

et la densité de probabilité conditionnelle des observations est une mesure & densité qui s’écrit :

1
t| At x = T
Py, x (ytl t) 27T|R\

Exemple 93. Poursuite RADAR.

o~ 3 We—h(@)) "R~ (yi—h(ze))

3.1.2. Observabilité des systémes dynamiques continus

La premiére question a laquelle il nous faut répondre concerne la possibilité d’estimer ou
non I’état interne du systéme considéré pour que le probléme d’estimation ai un sens. Il nous
faut définir pour cela la notion d’observabilité des systémes dynamiques. Cette notion s’énonce
habituellement dans un cadre purement déterministe.

Observabilité déterministe

Soit le systéme dynamique défini par :

xy = [z, u) (3.2a)

ye = h(x) (3.2b)

ou x; € R™ est ’état interne du systeme, u; € RP est ’entrée du systeme et y, € R™ la sortie.
Dans ce cadre déterministe, le probléme de I’observabilité de ’état x; s’énonce comme la possi-
bilité de déterminer celui-ci & partir de la donnée de la trajectoire de sortie yo.; = {y,, 7 = 0...t},
la trajectoire d’entrée uy., = {u,,7 = 1...t} étant supposée connue. La dynamique du systéme
étant connue, ainsi que la séquence des entrées appliquées, le probléme de la détermination de
x; est équivalent a celui de déterminer la condition initiale xg, celle-ci étant liée a x; par la
relation suivante :
Ty = fut 0..0 ful(xO)

otl, par définition, f,(z) £ f(x,u). L’'observabilité du systéme 3.2 revient alors déterminer si
I'application qui associe & zg la trajectoire {y,, 7 = 0...t} est inversible.

Définition 94. L’état zo du systéme dynamique non-linéaire 3.2 est (fortement) observable
sur I’horizon |0, t] si 'application :

rg — {yr = ho fu. o..0 fu(x),Vr =1...t} (3.3)

est inversible pour toute trajectoire d’entrée uy, = {u,,7 = 1...t}.
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Remarque 95. Il existe dans la littérature des définitions de l'observabilité plus générales
basées sur la notion d’indistingabilité [4] [5] [6]. En particulier, un état peu étre "faiblement
observable" sans que I'application introduite dans la définition 94 soit inversible. C’est pour
cette raison que dans notre définition, on a précisé qu’il s’agit d’observabilité "forte", la seule
a notre sens ayant un réel intérét en pratique. Par exemple, si la fonction de sortie est du type
h(z) = (z)?, 2o = 0 est un état observable puisque c’est la seule valeur qui donne une sortie
identiquement nulle. En revanche, il n’est que faiblement observable car la fonction de sortie
n’est pas inversible en ce point, Oh/Jx = 0 et deux états proches de x1 = ¢ et x9 = —¢ donnant
la méme sortie sont indistingables.

Dans le cas général, les fonctions f et h étant non-linéaires, 'inversibilité de I'application
3.3 ne peut étre assurée que localement. A titre d’exemple, considérons le systéme scalaire ou
h(z) = (z)* — . £y = 0 est n’est pas (globalement) observable puisque z; = 1 donne la méme
sortie identiquement nulle. xy = 0 et 71 = 1 sont indistingables. En revanche, au voisinage de
0, par exemple pour l'intervalle |—1/2,1/2][, il est localement (fortement) observable car h(z)
est inversible sur cet intervalle.

Théoréme 96. Pour que le systéme 3.2a 3.2b soit localement (fortement) observable en x sur
I’horizon |0, t], il suffit que quelque soit la trajectoire d’entrée {uy,...,u;}, le rang de la famille
de vecteurs :

P (B0 (oD, (oo DYy

soit égale a la dimension n du systéme.

Preuve. Rappelons que, par définition :

Oh(z) [ah@;) ah(@]

Or | 9zt 777 dam
ou x!,...,2" sont les composantes du vecteur x. Les éléments de la famille F sont donc les

colonnes de la matrice jacobienne transposée de I’application :

Yo = {yTvT = Ot} I {h(l’), ho fm(x)v 7h © fUt ©...0 ful('r)

Si le rang de cette famille est plein, cela signifie que le jacobien de I'application est de rang
plein et que cette application est localement inversible. m

Intéressons nous au cas particulier des systémes linéaires pour lesquels les équations dyna-
miques sont de la forme suivante :

v, = Fay 1+ Guy
vy = Huxy

ou z; € R" et y; € R™. Dans ce cas particulier, ’état & un instant ¢ s’écrit en fonction de la
condition initiale xy de la maniére suivante :
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Si on calcule le jacobien du théoréme 96 dont on doit tester le rang, on s’apercoit que celui-ci
ne dépend pas de la séquence d’entrée :

F={H", FTHT, . (FT) HT}

De plus, en vertu du théoréme de Calley-Hamilton, il suffit de tester les n premiers termes
de cette famille car, si celle-ci est de rang plein, les termes suivants s’écrivent comme des
combinaisons de ces n premiers terme, soit :

F={H" FTHT . (FT)" " HT} (3.5)

L’observabilité déterministe d’un systéme linéaire ne dépend par conséquent pas de la sé-
quence d’entrée appliquée.

Observabilité stochastique

Considérons a présent un systéme non-linéaire stochastique du type suivant :

ry = f(z1,wy) (3.6a)
ye = h(we) + v (3.6b)

Il n’est plus question ici de chercher a déterminer exactement I’état du systéme, les pertur-
bations w; et v; n’étant pas mesurées. Dans ce contexte, il nous faut raisonner en termes de pro-
cessus. Plus précisément, on peut dire que deux états initiaux z et 22 sont indistingables. s’ils
engendrent le méme processus d’observation Yj.;. Un état x( sera alors dit observable si la donnée
du processus Yy, conditionné par la valeur initiale Xy = x( est inversible. Or, il a été établi au
paragraphe 2.1 qu'un tel processus était exhaustivement déterminé, par exemple, par la don-
née de I'ensemble des mesures de probabilité {]nylmy% (dyry, .oy dyr, |x0) VT1, ooy T = 0...t}.
Par ailleurs, dans le cadre non-linéaire, il peut s’avérer que 1’état X, ne soit pas observable
alors qu'une fonction v (Xy) l'est. Nous adopterons donc comme définition de I'observabilité
stochastique la formulation suivante :

Définition 97. La fonctionnelle v (xy) de I’état du systéme stochastique défini par 7?7 est
stochastiquement observable sur I’horizon |0, t] si application :

w (.1'0) — {]P)y_rlmyw (dyﬁ, vy dy.,-k|w (xo)) ,VTl, ey T = Ot}

est inversible.

Comme il a été souligné au paragraphe 2.1, un processus stochastique est également déter-
miné par la donnée de I’ensemble de ses moments. Une définition équivalente de ’observabilité
stochastique peut alors étre donnée par :

Corollaire 98. La fonctionnelle 1) (xg) de I’état du systéme stochastique défini par 3.6 est
stochastiquement observable sur I’horizon |0, t] si application :

Y (z0) — {B [y2 .y ¢ (zo)] s 71, ey T = 0.tyiy > 1, g > 1}
est inversible.
Afin de ne pas alourdir cette écriture, nous avons supposé que la sortie du systéme était

scalaire. Pour une sortie vectorielle, il suffit de considérer ’ensemble des puissances de chacune
des composantes du vecteur de sortie.
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Cas particulier des systémes linéaires

Intéressons nous a nouveau au cas particulier des systémes linéaires a bruit blancs gaussiens :

Ty = F:(;t,l—i—th
vy = Hxi+ vy

ou x; € R", y, € R™ et w; et v; sont des bruits blancs gaussiens de matrices de covariances
respectivement égales a () et R. Comme dans le cas déterministe, la sortie du systéme a I'instant
t s’écrit en fonction de la condition initiale xy de la maniére suivante :

t
y=H(F) 2o+ Y H(F)" Gu. +uv, (3.7)
=1

Comme v; et 'ensemble {w,, 7 = 1...t} sont des bruits blancs gaussiens indépendant, on constate
que, conditionnellement & zg, y; est distribué selon une loi gaussienne de moyenne H F'z et de
variance égale & la somme des variances des éléments de la somme, soit

zt:H(F)(tT) GOCT <(F)(t~r)>THT

La densité de probabilité de I’observation, conditionnelle a la condition initiale s’écrit donc :

Prifxo (%elzo) =T (yt —H(F) 'z, ) H(F)'GQG" ((F)“‘”)T HT>
T=1

Une condition suffisante pour que ’application de la définition ?? soit inversible est que le rang
de la famille 3.5 soit plein, c’est a dire égal & la dimension n du systéme. En effet, si on se
donne la famille de densités de probabilités { Pyiixo (Ye|2o) , T = 0...t}, on peut en déterminer en
particulier leurs moyennes :

/ yepvix (weleo) dy, = H (F)' 2,
Rp

Pour que lapplication qui & xq associe {H (F)" xo,7 = 0...t} soit inversible, il suffit donc que
le rang de la famille 3.5 soit plein. En fait, cette condition est également nécessaire. En effet,
si observe ’expression 3.7 de la sortie 3; du systéme, on constate que la dépendance en xy est
déterministe et que, par conséquent, on peut directement calculer le jacobien de ’application
ro — {yo, ..., Y1} pour arriver a la méme conclusion que dans le cas déterministe.

3.1.3. Critéres d’estimation

Estimer "au mieux" le processus suppose la définition d’un critére qui évalue la qualité de
I’estimation. Celui-ci peut en effet dépendre de ’objectif qu’on se donne. On distingue en général
deux types de critére. Le premier critére cherche & minimiser l'erreur quadratique moyenne?
commise au cours d’'un ensemble d’estimations réalisées sur le systéme (filtrage & minimum de
variance). Cela suppose naturellement qu’on puisse calculer une erreur quadratique moyenne
et donc que 'espace d’état soit doté d’une topologie. Le second recherche, pour une expérience
donnée, la trajectoire la plus probable parmi toutes les trajectoires possibles du systéme (filtrage
a maximum de vraisemblance).

20n peut généraliser cette notion & une norme quelconque.

o8



Filtrage & minimum de variance

Soit X; € R™ le processus stochastique d’intérét. On cherche ici & minimiser la variance de
Perreur de filtrage. Ainsi, si 7; désigne 'estimateur de I’état, celui-ci sera optimal en ce sens,
s’il minimise la quantité :

Bl — 7] (3-8)

Partant de I’hypothése que les seules informations dont on dispose sur le processus sont présentes
dans le processus d’observation Y;, I’estimateur sera construit comme une fonction de I’ensemble
des observations yo.; = {y,, 7 € [0,t]}.

Théoréme 99. L’estimateur & minimum de variance de I’état stochastique X; observé par le
processus Y; coincide avec I'espérance conditionnelle :

7 = Bla|yo.] (3.9)

Preuve. Soit f! un estimateur quelconque de X, fonction de tout le passé des observations
Yo:t- Cherchons sous quelle condition on a :

Elllx: — z|1%) < Ellz: — fill*] (3.10)
Cette inégalité peut étre récrite sous la forme suivante :
E[E[|z: — Zill” [yo)] < BE[llw: — fil* [yo] (3.11)

ou on a réalisé la moyenne sur toutes les trajectoires d’observation. Il est donc équivalent de
chercher la condition sous laquelle on aura :

Elllz: — Zel® [yo:e] < EBlllze — fll* 9o (3.12)
En développant z; — f; = 2y — Z; + Z; — f;, on obtient :
Ef||z; — §t||2 |yo:e) < B[] — §t||2 |yo:¢] + Bl f: — ft”Q Yo:t] + 2B[(re — Tl fr — T4) [yo]  (3.13)

ou (x|y) désigne le produit scalaire de R". Or, f; et Z; ne dépendent que des observations yo.;.
Par conséquent, on a :

Bl(z; — Tl fi — T) |yo.e) = (Bl(we — 2) |you], fr — T1) (3.14)
L’inégalité 4 sera donc vérifiée V f; si et seulement si :
E(zt — Z¢) [yo.e] = 0 (3.15)

qui conduit immédiatement au résultat. m

Un tel estimateur sera employé dans les situations ot plusieurs expériences sont renouve-
lées et ol 'on souhaite faire le moins d’erreurs possibles en moyenne sur ’ensemble de ces
expériences. Il conduit au calcul de la mesure de probabilité conditionnelle (dite également a
posteriort) Px, v, (dzi|yo:e)-
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Filtrage & maximum de vraisemblance

On cherche ici & déterminer la trajectoire de ’état x; la plus vraisemblable aux vues des
observations 7g.;. On cherche donc a construire la densité de probabilité conditionnelle de toute
la trajectoire xo; = {z,,7 = 0...t}, sachant les observations yo.;, et & trouver la trajectoire pour
laquelle cette probabilité est maximale, soit :

xa:t = ATgMax]P)XO:dYo:t (dx02t|y0:t) (316)

Zo:t

On utilise en général quand une seule expérience est réalisée et oil, par conséquent, il est
important de maximiser ses chances de succeés sur un coup. A noter que la trajectoire solution
de la maximalisation est une trajectoire particuliere possible du systéme, ce qui n’est pas le cas
de 'estimateur & minimum de variance dont 1’évolution se fait au gré des variations du bruit
d’observation.

Filtrage & maximum de vraisemblance a posteriori

Il est important de noter que dans le cas non linéaire, la mesure de probabilité a posteriori
peut étre multi-modale (posséde plusieurs extremum) et dans ce cas, la moyenne conditionnelle
n’a plus beaucoup de sens car elle peu, par exemple, correspondre a une valeur de probabilité
nulle. On peut dans ce cas envisager une situation intermédiaire entre filtrage & minimum de
variance et filtrage & maximum de vraisemblance. Il s’agit de s’intéresser a la valeur de ’état
qui maximise la probabilité conditionnelle utilisée par le filtre & minimum de variance :

Ty = ArgMaxIP)X”yO:t (d$t|y0;t)
Tt

Cet estimateur, nommé "estimateur & maximum de vraisemblance a posteriori" est générale-
ment utilisé quand on souhaite travailler avec la mesure Py, y,,, (dz¢|yo.) alors que celle-ci est
multi-modale. A noter cependant que la trajectoire de 'estimateur obtenue peut trés bien étre
une trajectoire impossible, de probabilité nulle a priori.

3.1.4. Filtrage a minimum de variance

— Etape de prédiction.
Le théoreme de Chapman-Kolmogorov 54 s’étend directement dans ce contexte a la proba-
bilité conditionnelle de la maniére suivante :

PXt\YO;t—1 (dmtwO:t—l) = / IP)Xt7Xt—1|Y0:t—1 (dmh dwt—l |y0:t—1)

zi—1ER™

Par définition de la probabilité conditionnelle, on a :

th,xt,l\y();t,l(dxt> diUtfﬂyo:tq) = ]P)Xt\xt,l,yo;t,l(d$t|l‘t71, yO:tfl)PXt,ﬂYo:t,l(dmtfl‘y(]:tfl) (3-17)

Or, I’état du systéme étant markovien, comme Yj.;_1 ne concerne que les états antérieurs a ¢t —1,
la donnée de X;_; suffit & déterminer complétement la distribution de I’état & I'instant ¢t. On a
donc :

IPXt|Xt—1,Y0;t—1(dxt|*rt—1: yO:t—l) - ]P)Xt\Xz—l(dxt|xt—1) (318)
On obtient alors :
]P)Xt|Y0:t—1 (dmt’y():t—l) - / IP)Xt\Xt—1(dxt|xt—1>PXt—1\Yo:t—1 (dxt—1|y0:t—1> (319}
z¢—1ER™
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Remarque 100. Cette équation s’apparente a une convolution, opération connue pour étre en
général régularisante.

— Etape de correction :
En utilisant la régle de Bayes sur 1, c’est a dire en séparant la derniére observation ¥, de
I’ensemble ., on obtient :
Pyiix, Yoo 1 (Ye|Te; You1-1)Pxvo. 1 (A2 Yo4-1)

P d 4) = 3.20
xilvs (dltio) Britvan s (At ont) (3.20)

Le processus d’observation étant sans mémoire, seule la valeur de x; détermine la loi de ;.
D’ou :

Py, 1x, Yo (QYe|Tt; Yo.0-1) = Py, px, (dye|we) (3.21)
et par conséquent :

P (dlL’ | ) = Pm‘xt(dyt‘xt)PXﬂYO:z—l(dxt‘yﬂzt—l)
Xt|Y0:t t1Yo:t IP)Yt|Y0:t_1<dyt|y0;t_1)

(3.22)
Le dénominateur de cette expression s’exprime & nouveau comme terme de normalisation :

]P)Yt|Y0:t71 (dyt|y0:t—1) = / PYthlYO:t—l (dyta dxt‘yO:t—1> (323)
i ER™

= / PYt\Xt (dyt|$t>PXt|Y0:t—1(d$t|y0:t—1) (324)
xiER™

Finalement, ’étape de correction se traduit par :

P d P d g
PXt|Y0:t<d$t|?Jo:t) _ f Yt\Xi( yt‘l’t) Xt|Y0:t,1( $t‘y0.t 1) (3'25>

wpern DY (AYe | 0) P vi, o (de|yo:e—1)

On constate que cet opérateur multiplicatif a pour effet de renforcer la mesure de probabilité
conditionnelle Py, |y, (dz¢|yo+) aux points z; pour lesquels I'observation y; est cohérente avec
cet état, c’est a dire pour les points tels Py, x, (dy|z¢) a une valeur élevée, et inversement, de
pénaliser les points peu vraisemblables vis-a-vis des mesures.

— Prédiction +Correction :

La conjonction des formules 3.19 et 3.25 nous conduit donc a la formule récurrente d’évolu-
tion de la probabilité conditionnelle suivante :

]P)Yt|Xt (dyt|xt) fmtfléR” PXt\Xz—l (dxt|xt—1)PXt—1\Yo;t—1 (d‘rt—l |y0:t—1)
PXt\Yo:t (d‘rt|y0:t) = f

e PYix (@yel ) [, can Pxixe s (e me-1)Px, yvo, o (doe-1yo:e-1)

Si on itére cette équation de 0 jusqu’a t, on obtient I’expression globale de la probabilité
conditionnelle suivante :

P(dy;|x;) fxt,leR" fxoeR” P(dy;—1|zi—1)...P(dyo|xo)P(dxs|xi—1)...P(dx1|20)P(dX0)

Px.1ve., (dxe|yor) =
X1vo (A7 |yo:r) Lovcmn Loy P(dyil ). P(dyolo)P(day |2,y ). P(dy |20 P(dzo)

la sommation au numérateur étant faite sur ’ensemble {zg,...,z; 1} et au dénominateur sur
I’ensemble {zg, ..., z; }.

Ainsi, partant de la mesure de probabilité initiale P(dzy), il est possible, du moins en théorie,
de construire récursivement la mesure probabilité conditionnelle P(dz;|yo.:) et, par conséquent,
d’en déduire le filtre & minimum de variance de toute fonction ¢(z) par :

—

o) = Bloteluod = [ ol (i)
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3.1.5. Filtrage & maximum de vraisemblance

L’estimation & maximum de vraisemblance d’un systéme stochastique tel que défini au
paragraphe 3.1.1

Ty = f(ze1,wy) (3.26a)
v = h(z)+y (3.26b)

consiste & déterminer, parmi toutes les trajectoires possibles de 1'état xy, celle qui est de
probabilité maximale. Il s’agit donc théoriquement de déterminer

x;:t = ATgMa:U]P)XO:HYo;t (dwo:t’yO:t> (327)

Zo:t

La regle de Bayes permet de récrire cette mesure de probabilité selon :

P dyo. )P dxo.
x5, = ArgMazx Yol Xou (Yo:t | T0: )P xo, (A1)
‘ Zo:t P (dy0t>

Le dénominateur de cette expression étant indépendant de la variable a optimiser (Xo.), il est
équivalent de maximiser le numérateur, soit :

xzk):t = ArgMaa:PYO:thO:t (dyO:t‘xO:t)Pont (dxo:t)

Z0o:t

En réalité, cette mesure de probabilité trajectorielle est trés souvent singuliére comme on I’a
souligné au paragraphe 2.3.3. Pour cette raison, on préfére travailler avec la probabilité trajec-
torielle des bruits. En effet, la donnée de I’événement "condition initiale" X et de la trajectoire
de bruits Wi,, suffit & déterminer complétement la trajectoire de I’état X, par application de
I’équation d’évolution 3.26a :

{Xo, Wit} — Xou
Par conséquent, la mesure de probabilité de I'événement X.; coincide avec la mesure de pro-
babilité du couple {Xq, Wi} et
Pxo.: (dzo) = P, (dzo) Pwy,, (dwise)

sous la contrainte x; = f(x;_1, wy).
Par ailleurs, W, étant un bruit blanc, ses réalisations sont indépendantes et

t
]P)Wl:t (dwlit) - HPWt (dwt)
T=1

Le processus d’observation étant, par définition, sans mémoire, on a de méme :

t
PYO:tIXO:t (dy0:t|x0:t) - H PYT‘XT (dyT|'IT)
7=0

En définitive, le probléme d’estimation & maximum de vraisemblance du systéme 77 revient

A rechercher :
t

t
x5, = ArgMazPx, (dxg) H Py, (dw,) H Py, x, (dy;|z;)

L0:¢,W1:t =1 =0

sous la contrainte z, = f(z,_1,w,), V7 = 1...t.
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Quand les mesures des bruits blancs W, et V; sont & densité, on préfére souvent travailler
avec le logarithme Népérien de la densité de probabilité, ceci en référence au cas gaussien
donnant lieu & des fonctionnelles quadratiques. Dans ce cas, le critére & optimiser s’écrit :

t t
wgy = ArgMaz Ly, (xo) + Y Lw, (w:) + Y Ly, x, (-]

Z0:t,W1:t =1 =0

ou Ly, (z0) = In (px, (x0)), Lw, (w;) = In (pw, (w-)) et Ly, x, (y-|2-) = In (py,|x, (y-|27)).

3.2. Espace d’état discret

3.2.1. Modéles d’estimation des processus discrets

Pour les processus discrets, comme il a été établi au paragraphe 2.3.1, le processus d’intérét
S; prend ses valeurs dans un espace fini £ = {1,...,m}. Sa modélisation repose sur la donnée
des éléments suivants :
Sa condition initiale définie par la donnée des probabilités pour chacune des valeurs pos-
sibles :
P(Sy=1),Vie E

L’évolution temporelle du processus est décrite par l'ensemble (fini) de ses probabilités de
transition :

]P)<St = Z.|Stfl :j)7VZ7] S

Si 'observation R; du processus est elle-méme discréte, a valeurs dans l'espace F' = {1, ..., p}, le
processus d’observation sera alors défini par ’ensemble de probabilités conditionnelles suivant :

P(R, =i|S,=j),Vic F,Yj € E

Rappelons que le processus d’observation R; est considéré comme étant sans mémoire, c’est a
dire exhaustivement déterminé par la valeur courante de S; :

P(Rt - Z|St - j, RO:t—l - {iO---it—l}) - P(Rt - 'l|St == j) ,VZ < F, VJ c E,V'io...'it_l € F

N 4 oy A
ou, par définition, Ro; = {Ro, ..., R:}.
En revanche, si le processus d’observation est & valeurs continues, y; € R™, celui-ci peut
étre défini & travers une équation statique du type :

yt == h‘ (ty St7 Ut)

ou v; est la réalisation d’un bruit blanc, indépendant de S;. Cette équation permet, dans ce
contexte, de définir la mesure de probabilité de 1’observation conditionnelle aux observations,
soit :

Py, s, (dye| Sy = 1) ,Vi € E

A nouveau, I'absence de mémoire du processus d’observation se traduit par :
PYt|St,Yo:z,1 (dyt’St =14, Ypy—1 = yO:tfl) = Pmst (dyt’St = Z) Vie B (3-28)

Notation 101. Comme pour le cas espace d’état continu, nous opterons pour une écriture
simplifiée des probabilités. P (Sy = i),Vi € E sera donc remplacé par P (sq),Vsg € E.
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3.2.2. Critéres d’estimations

Le filtrage & minimum de variance d’un tel processus n’a en soi pas de sens. En effet, il
n’y a pas de topologie sur 'espace d’état E, et calculer des moyennes de symboles n’a aucune
signification. Cependant, on peut néanmoins s’intéresser a la probabilité conditionnelle P (s;|ro.;)
(ou bien P (s¢|yo.¢) dans le cas d’un processus d’observation continu) afin de calculer la valeur
de s; pour laquelle celle-ci prend sa valeur maximale, c’est a dire I'estimateur & maximum de
vraisemblance a posteriori :

Syt = ArgmaxP (s¢|ro.)
St

L’estimateur le plus couramment utilisé dans ce cas est néanmoins I'estimateur & maximum
de vraisemblance qui consiste & calculer la trajectoire de 1’état sy.; de probabilité conditionnelle
maximale, soit :

sg.; = Argmax P (so.¢|70:¢)

3.2.3. Filtrage & maximum de vraisemblance a posterior:

Il s’agit donc, connaissant la probabilité initiale de IP (s¢) ,Vsg € E et la suite d’observations
ro.¢ (ou bien yg.) de construire P (s;|yo.) , Vs, = 1...m.

Le caractére markovien du modéle traité permet une écriture récursive de I’évolution de cette
probabilité. Cette récursion s’obtient en deux étapes. La premiére, dite phase de prédiction, ex-
ploite le modele dynamique de 1’état pour en prédire sa distribution probabiliste au moment ot
une observation sera disponible. La deuxiéme phase, dite de correction, exploite la mesure réa-
lisée sur le systéme pour modifier ’état précédemment prédit. La récursion recherchée concerne
donc le schéma suivant :

P (St—1|ZO:t—1) e P (St|Z0:t—1> — P (St|Z0:t)
prédiction correction
ol z; désigne r; ou ; selon que I'observation est discréte ou continue.

— Etape de prédiction.

Il s’agit de décrire 1’évolution de P (s;_1|z0.4—1) vers P (s;]z04—1). L’équation de transition
2.8 permet de décrire I’évolution d’un processus markovien en écrivant que P (s;) peut toujours
s’exprimer comme la marginale de P (s, ;1) = P (s4]s;-1) P (s;_1). Dans notre cas, ceci prend
la forme suivante :

m

]P)<St’20:t71) = Z ]P)(Stlstfl;ZO:tfl)P<3t71|ZO:t71)

si—1=1

Le processus S; étant markovien, la donnée de S;_; suffit & déterminer S; et on a P (s4]s;_1, 20.4-1) =
P (s¢|s¢—1). Par conséquent :

m

P (silzoe-1) = > P(silsi-1) P (s-1]204-1) (3.29)

St—1=1

— Etape de correction.

La correction exploite la liaison probabiliste présente entre ’état interne s; et le processus
d’observation r;.

Dans le cas ou le processus d’observation prend ses valeurs dans un espace fini F' = {1, ..., p},
cette relation est représentée par ’ensemble des probabilités :

P(T‘t|8t) ,VTt S F,\V/St ek
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Pour faire apparaitre la derniére observation du systéme, il suffit d’écrire :
P (3t|7"0:t) =P (3t|7“t, Tost—l)

L’utilisation de la régle de Bayes permettant, en quelque sorte, d’inverser le conditionnement
entre r; et s;, on peut alors écrire :

]P(rt|5t7TO:tfl)P(St‘TO:tfl)

P ) =
(lron) P (rlroa)

Le processus r; étant sans mémoire, conditionnellement & s;, P (r/|sy, r9.e—1) = P (r¢]s;) et on
t ) ts 15ty T0:t—1 t|St
peut récrire cette expression sous la forme :

P (Tt|3t) P (St|7“0:t—1)
]P) (rt|T0:t—1)

Le dénominateur de cette expression est un terme de normalisation obtenu comme somme des
termes du numérateur. En effet :

P (St|7ﬂ0:t) -

P (Tt‘r():tfl) = Z P (7% St‘TU:tfl)

s¢=1

= ) P (rils) P (selrou—1)

s¢=1
Ainsi :
P(Tt‘st)]P(stl"HO:tfl)
ZZ:l P (Tt|3t) P (3t|7“0:t—1)

Si 'observation appartient a un espace continu RP, son absence de mémoire (bruit d’obser-
vation blanc) permet d’écrire que sa mesure de probabilité vérifie :

P (St|7"0:t) =

(3.30)

P (dy|st, yo—1) = P (dy|se)

et par conséquent :
P (dy|se) P (s¢|y0:4-1)
P (dy:|yo:—1)
Comme précédemment, le dénominateur de cette expression est un terme de normalisation
obtenu comme somme des termes du numérateur. En effet :

P (selyoe) =

]P)(dyt’y&t—l) = Z]P)(dytystly&t—l)

s¢=1

- Z P (dyst) P (st|yo—1)

St=1
en utilisant 3.28 & nouveau. Ainsi :

P (dyt|3t) P (St|y0:t—1)

P (st|Yo:t) = =m
( t‘yo.t) Zst=1 P (dyt|5t) P (St|yo:t—1)

(3.31)

Notons
Ay

ﬁt|s - []P (St = 1|Z0:s) ) -"7]P>(St - m’ZO:s)]T
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le vecteur dont chaque composante i représente la probabilité conditionnelle a posteriori que
I'état a linstant ¢ soit égal a i, sachant les observations sur I’horizon [0, s|. Soit P; la matrice
de transition de R™*™ définie par :

Ptij = P(St = Z'|St71 = j) Vi, j € B

Pour l'observation discréte, soit {II (r;),r; = 1...m}, la famille de matrices diagonales de
R™*™ définies par :

I[D(Tt’Stzl) 0 0
neye| Y 0
0 0 P(Tt|5t:m)

Dans le cas d’un observation continue, il suffit de définir la matrice suivante :

P(dy,|S,=1) 0 - 0

L’algorithme d’estimation est donc structuré comme suit.

Algorithme d’estimation & maximum de vraisemblance a posteriori d'un
processus discret a observation discréte

1. Initialisation
~ T
Hojo = P(So=1),...,P(Sy =m)]

2. Prédiction - L’expression 3.29 se traduit par :
ﬁt\t—l = Pt:at—1|t—1

3. Correction

- Cas observation discréte : si on observe la valeur r;, on calcule la matrice
correspondante II (r;). L’expression 3.30 conduit a :

—~ 1 —~
e = ‘ T¢) Hejt—1

1 (
IT (ry) :ut|t—1‘
ou || désigne le scalaire égal a la somme des composantes du vecteur f.

- Cas observation continue : si on observe la valeur y;, on calcule la matrice
correspondante II (dy;). L’expression 3.31 conduit a :

1
— I (
I (dyt) :U’t|t—1‘

:at|t = | dy) ﬂt\tfl

4. Retour en 2.
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3.2.4. Filtrage & maximum de vraisemblance

Analysons dans un premier temps le cas d’une observation discréte. Le probléme consiste a
chercher sur un horizon [0, ¢] la trajectoire sg.; qui soit de probabilité maximale conditionnelle-
ment a la séquence d’observations rg.; :

so: = Argmax P (so.¢|ro:4)
S0:t

En utilisant la regle de Bayes, cette probabilité conditionnelle peut s’écrire :
]P) (T01t|80:t) ]P) (SO:t)
IP (TO:t)

Le dénominateur de cette expression étant indépendant de sy, la trajectoire de probabilité
maximale peut s’écrire de maniere équivalente :

]P) (SO:t |T0:t) =

sg.. = Argmax P (ro.|so.4) P (Sot)
S0:t

Notons pour simplifier les écritures :
J (SO:ty 7/'U:t) é P (TO:tISO:z‘) P (SO:t)

Le caractére markovien de notre modeéle permet de développer récursivement cette expression
comme suit.

Proposition 102. Le terme a maximiser J (So.t, To.t) peut se décomposer ¥t > 0 selon :
J (80:¢,70:) = P (re]5¢) P (5¢]50-1) J (S0:6—1, T0:6-1)
en prenant comme convention IP (sg|s_1) £ P (sq).

Preuve. En isolant s; dans 'expression de P (so;), on peu écrire :

H’D(So;t> = P(St,so;t—l)
= P(3t|50:t71)P<50:t71)

en utilisant la définition de la probabilité conditionnelle. Le processus étant markovien, on a :

P (3t|30:t—1) =P (3t|3t—1)

D’ou :
P (s0:4) = P (5¢]51-1) P (50:4-1) (3.32)

De méme, en isolant r, de 'expression P (7.|so.¢), on obtient :
P (Toztfsozt) =P (rt’SO:ta 7’0:#1) P (7"0:1571‘301)
Le processus r; étant sans mémoire, on a nécessairement :
P (Tt|30:t, 7“0:t—1) =P (Tt|3t)

et :
P (To:t—ﬂSo:t) =P (Tost—l\b‘o:t—l)
D’ou :
P (TO:t‘SO:t) =P (Tt’St) P (TO:t—1|SO:t—1> (3-33)
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L’utilisation des équations 3.32 et 3.33 directement au résultat. m
Le probleme revient donc a calculer

*
So:t = A?"g max J (SO:t7 TO:t)
S0:t

Pour ce faire, on considére a I'instant ¢ et pour tout s;,la valeur de J (sg., ro.;) qui maximise la
sous-trajectoire sp.,_1. On suppose donc détenir la trajectoire de probabilité maximale s;.,,_;qui
maximise la probabilité conditionnelle sur ’horizon [0,¢ — 1] et on laisse libre la derniére valeur
s¢. On définit alors :

Vs € B, J*(t, 8¢, 704) = maxJ (Sou, ro.t)

50:t—1

Cette quantité correspond a la probabilité d’une trajectoire qui serait de probabilité maximale
sur I'horizon [0,t — 1] et qui aboutirait en un point quelconque s;.

Théoréme 103. La probabilité d’un trajectoire de probabilité maximale sur I’horizon [0,t — 1]
aboutissant a I'instant t au point quelconque s; s’obtient récursivement selon :

Vs € B, J*(t,s4,70.4) = P (r¢|s¢) max (P (s¢]s¢-1) J* (t — 1, 84-1,70:4-1))

S0:t—1

Preuve. D’apres la proposition 102, on peut décomposer J (So., 7o.t) = P (re]se) P (s¢]st-1) J (S0:t—15T0:¢-1)-
D’ou, par définition :

J* (t, S¢, TO:t) = Imax (P (Tt|3t) P (3t|3t—1) J* (SO:t—b 7“0:75—1))

S0:t—1

Si on décompose la maximalisation selon sg.;_s et s;_1, on peut écrire :

St— S0:t—2

J*(t, 5¢,704) = max <IP’ (re]se) P (s¢|se-1) (maxJ (S0:t—15 7”0:t1)>)

qui donne le résultat par définition de J* et du fait que P (r4|s;) ne dépend pas de s; ;. m

L’algorithme de recherche de la trajectoire de probabilité maximale repose sur ce théoréme.
Il est clair que si pour tout s; on connait J* (¢, sy, 7.¢) qui est maximisé sur I’horizon [0,¢ — 1],
il suffit pour obtenir la valeur optimale de maximiser cette expression sur s;, soit :

sy = ArgmaxJ” (t, s, 70.t)
St
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Algorithme de Viterbi
1. Initialisation 4 ¢ =10
VSQ € E, J* (O, S0, T‘Q) = ]P) (’T‘Q|So) IP) (S())

2. Pour 7 = 1...t,calcul récursif pour tout s, de la probabilité de la trajectoire
de probabilité maximale sur ’horizon [0, 7 — 1] aboutissant en s,

Vs, € B, J"(1,5:,7r0.r) = P(r;]s;) max (P (s;|s;-1) J* (T — 1, 8;-1,70.7-1))

S0:7—1
3. Estimation de 1’état final

sy = Argmax (J* (t, 84, 704))

St

4. Eventuellement, calcul de la trajectoire de probabilité maximale & rebours :
pour 7 =t...1

Si—l = ATg max (P (8:"57'*1) J* (T - 17 Sr—1, 700:7'71))
St—1

Remarque 104. On constate que sur un horizon [0, 7| donné, I'estimateur 4 maximum de
vraisemblance st de s, peut différer de la valeur estimée sur un horizon [0,t] avec t > .

Remarque 105. II est nécessaire de calculer la valeur de J* (t, sy, 7o.t) pour tout s; € FE, méme
pour des valeurs de s; qui ne seront pas retenues comme valeur estimée. Dans cet approche, on
ne peut conclure qu’apres avoir examiné globalement I’ensemble des données d’observation.

Remarque 106. Cet algorithme est un algorithme de programmation dynamique en sens di-
rect similaire a celui qui peut étre utilisé pour calculer une trajectoire de commande optimale,

probléeme dual. Dans notre contexte, la probabilité initiale joue le réle du cotit terminal utilisé
en commande.

Dans le cas ou 'observation est a valeur continue, il suffit de substituer la mesure de pro-
babilité conditionnelle P (dy;|s;) a la probabilité P (r;|s;) dans tout ce qui précede.

Exemple 107. Estimation d’un processus de comptage & observation gaussienne.

3.3. Espace d’état hybride et détection

3.3.1. Le probléme de détection

Le processus hybrides, tels que ceux décrits au paragraphe 2.3.5 comportent a la fois une
partie continue X; € R™ et une partie discrete S; € {1,...,m}. Quand la partie discréte est
sans dynamique, on parle de probléme de détection. Il s’agit en effet de déterminer, a partir
d’un certain critére, la valeur (statique) prise par I'état discret S. A chaque valeur de s, on
associe une hypothése H,. Pour conclure quant a I’hypothése a retenir parmi les m possibles,
on observe un certain processus Y; dont le comportement dépend évidemment de I’hypothése.
On représente alors le systéeme dynamique sous chaque hypothése s par :

Ty = f(xth?wt)
Y = h(It,8)+Ut
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ol wy et v; sont des bruits blancs indépendants.

Exemple 108. En télécommunication numérique, le décodage de la transmission d’un bit de
donnée peut étre vu comme un choix entre deux hypothéses : Hy pour la transmission d’un
"zéro" et H, pour la transmission d’un "un".

Exemple 109. En détection RADAR, les hypothéses décrirons la présence ou non d’une cible
dans le faisceaux de celui-ci.

3.3.2. Critéres de détection

Comme pour l'estimation, il est nécessaire de définir un critére de décision pour choisir
2
laquelle des hypothéses Hy et H,, exclusives les unes des autres, est vraie. Dans ce contexte
0 3 3 )
quatre cas de décision sont possibles donnant lieu aux événements suivants :

1. Hy est vraie et H est choisie
2. Hy est vraie et Hjest choisie
3. Hjest vraie et H; est choisie
4. Hjest vraie et H, est choisie

Les situations 1 et 3 correspondent & des choix corrects alors que 2 et 4 correspondent a
de mauvais choix. Soit y, a valeur dans l’espace Y, la variable d’observation du systéme qui va
permettre de prendre la décision. On retient habituellement trois types de critéres de décision.

Critére bayésien.

Dans cette approche, les événements relatifs aux décisions sont probabilisés. On associe a
chacune des hypotheses Hy et H; les probabilités a priori P(Hy) et P(H;) ; on associe a chacun
des événements 1, 2, 3, 4 un colt que nous noterons Cj;, colit correspondant & la décision
"choisir H; alors que H; est vraie" et une probabilité F;; d’occurrence de cet événement :

P(choisir H;, H; vraie) = P(choisir H;|H; vraie)P(H; vraie)
= P;P(H))
Avec ces notations, le cotit moyen des décisions prises est égale a :
1
C=)  CyPP(H;)
i,j=0

Introduisons une partition de I’ensemble de décision Y = Yy U Y] tel que :

— Si y € Yy, on prend la décision Hy

— Siy €Y, on prend la décision H;

Si on note P(y|H;) la probabilité conditionnelle de y sachant que ’hypothése H; est vraie,
la probabilité P;; peut s’écrire :

P; = P(y€Yj|H,))
= /p(y|Hj)dy
Y;

ou p(y|H;) désigne la densité de probabilité conditionnelle de y sachant H;. Le cott moyen C
peut alors étre récrit comme suit :

C=Y CyP(H,) /_p(ylHj>dy

i,j=0 Yi
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En utilisant le fait que Y = Yy U Y], et qu’une probabilité est normalisée, on peut se ramener
a une intégration sur seulement Yj :

/Hp(ylHj)dy =1 —/ p(y|H;)dy

Yo

On peut alors développer le colit moyen comme suit :

C = CooP(Hp) /

Yo

plolady + Cur(ity) (1~ [ Op<y\H1>dy)

+CouP(H) /

Yo

plol)dy + Cuap(et) (1~ [ | plolHa)iy

En regroupant les termes indépendants de ¥, on obtient :
C = CuP(H))+ CiyP(Hy)
+ [ (o= Con) palHOB(H:) = (Cro — Coo) (ol HOB () dy - (3:30)
Yo

Le principe de la détection a critére bayésien est de minimiser le cotit moyen par rapport a la
valeur de la variable d’observation y. Pour ce faire, remarquons que si y a une valeur telle que
I'intégrande intervenant dans 3.34 est positive, elle ne doit pas contribuer & augmenter le cott
et il faut donc choisir Yj tel que, pour cette observation 1a, on ai y € Y7, ce qui revient a décider
H,. La décision optimale de H; sera donc prise si :

(Co1 — C11) p(y|H1)P(Hy) — (Cro — Coo) p(y|Ho)P(Ho) > 0 (3.35)

Les hypothéses étant exclusives, la décision optimale de Hy sera prise dans le cas contraire.

Il est plus que naturel de donner & une décision qui conduit a une erreur un cotit plus
important que celui attaché & un bon choix. Par conséquent, nécessairement (Cp; — C11) > 0
et (C1o — Coo) > 0. L’expression 3.35 peut étre récrite sous forme de rapport :

A p(y|H1) (Clo - Coo) ]P’(Ho)
W) = BV THY) = (Cor = Coa) P

— H (3.36)

qui peut se résumer en A (y) > n = H; ou A(y) est appelé le rapport de vraisemblance et 7
le seuil de décision.

Critére bayésien & minimum d’erreur.

C’est le cas particulier ol on associe & une erreur un cott unitaire (Co; = C19 = 1) et & une
bonne décision un cott nul (Cypo = C1; = 0). Dans ce cas, le test de détection prend la forme
suivante :

ply[H1) _ P(Hy)
A(y) = > — H 3.37
W= bl = B 337
En utilisant la régle de Bayes :
p(y|H;) P(H;
p (i) — PIH B

p(y)

on aboutit au test naturel suivant :
P(Hly) > P(Holy) = H,

on choisit ’hypothése pour laquelle la probabilité conditionnelle P(H;|y) est maximale.
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Critére de Neyman.

Dans certaines situations, il est difficile de connaitre les probabilités a priori P(Hy) et
P(Hy). On préfére alors travailler avec les probabilités de détection Pp (H; est choisi et H;
est vraie) et de fausse alarme Pr (H; est choisi alors que Hy est vraie). En reprenant la méme
forme de test que celle introduite dans le paragraphe 3.3.2, ces probabilités sont égales & :

Pp = /P(?/’Hl)dy
Y1

Pr = /P(Z/’Ho)dy
Y1

L’idée retenue ici consiste a chercher a maximiser la probabilité de détection Pp sous la
contrainte que la probabilité de fausse alarme Ppr soit inférieure & un certain seuil o fixé
a l'avance. En utilisant les multiplicateurs de Lagrange a ce probléme d’optimisation sous
contrainte, on est ramené a la minimisation de :

C:(l—PD)—i-/\(PF—Oé)

qui se peut se récrire :

C=A1-0a)+ / (p(y| ) — Ap(y| Ho)) dy

Yo
Par un raisonnement analogue au précédent, on est amené au test du rapport de vraisemblance

suivant : (ylH))
ply|1a
Ay) = 5= 2n=H (3.38)
p(y|H0)
Le seuil n est calculé de maniére a satisfaire la contrainte Pr < «. La fausse alarme corres-
pondant & la détection (A > n) alors que Hy est vraie, la réalisation de la contrainte s’exprime

comme suit :

“+o0o
/ p(A|Ho)dA = a
n

Remarque 110. Quel que soit le critére retenu, la décision sur une hypothése sera prise dans
chaque cas en comparant le rapport de vraisemblance A a un certain seuil 7.

Exemple 111. En détection RADAR, les spécifications de celui-ci sont généralement donnée
en terme de probabilités de détection et de fausse alarme.

3.3.3. Cas des systémes markoviens

A ce stade, la nature de la variable observée y, introduite dans le paragraphe 3.3.2, est a
priori quelconque a valeur dans un espace Y trés général. Pour aller plus loin, il est nécessaire
de préciser la source de cette observation. Comme pour le probléme d’estimation et pour des
raisons analogues de calculabilité, nous nous limiterons aux processus markoviens décrits par
des équations d’état stochastiques. Sous ’hypothése Hy, correspondant a la présence de I'objet &
détecter, I'observation du systeme est la trajectoire de sortie d’un systéme dynamique markovien
dont la représentation d’état est du type suivant :

{$t+1 = f(ffuwt)

o = he) (3.39)
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ol w; est un bruit blanc indépendant de x;. Sous 'hypothése Hy, correspondant & I’absence de
I’objet, 'observation n’est faite que de bruit. Par conséquent, la variable y introduite dans le
paragraphe 3.3.2 est une trajectoire Y définie par, Vt = 0...T :

H — y=s5+uv

Hy — y=1

ou v; est le bruit blanc d’observation de covariance R, indépendant de w;.

Comme il a été mis en évidence plus haut, la prise de décision sur 'une ou 'autre des
hypothéses est assujettie au calcul des probabilités des observations conditionnées par chacune
des hypotheéses, soit ici p(yo.¢|H1) et p(yo|Ho) et de former le rapport de vraisemblance A(yo.;)
qui sera comparé a un certain seuil défini & partir du critére de détection retenu.

Sous I'hypothése Hy, 3; est un bruit blanc, donc a réalisations indépendantes dans le temps.
Si py(v;) désigne la densité de probabilité de ce bruit blanc, il est clair que :

p(yos|Ho) = [ [ pv (v-) (3.40)

Le modéle 3.39 permet, comme en filtrage optimal, de définir la probabilité de transition sous
I’hypothéses Hy, c’est a dire p(z;|zy_1, Hy) ainsi que la probabilité de la mesure p(y;|x;, Hy).
Le calcul de la probabilité conditionnelle p(yo.:|H;) peut étre réalisé récursivement grace au
caractére markovien du modele. En effet, on peut décomposer celle-ci de la maniére suivante :

p(yoelH1) = p(ye, You—1|H1) (3.41)
= p(ye|vo:t—1, H1)p(yo:r—1|H1) (3.42)

Or, d’apres I’équation 3.24, on a :

p(yelyo:—1, H) = / p(ytl@e, Hy)p(elyos—1, Hi)dw (3.43)
Cette expression fait apparaitre la nécessité de calculer la probabilité p(x;|yo..—1, H1). Cette
probabilité peut étre calculée en faisant intervenir le modeéle de prédiction du systéme comme
dans I’équation 3.19 :

n

p($t|y0:t71,H1) :/ p(mt‘xtfbHl)p<wt71’y0:t717Hl)dxtfl (3.44)

En regroupant les équations 3.43 et 3.44, on obtient :

P(yt|yo:t—1,H1)=/ p(yt|It7H1)/ p(x|ze—1, H1)p(zi1|yoe—1, H1)dw—1dxy (3.45)

n n

Les équations 3.42 et 3.45 donnent bien un moyen de calcul récursif de la probabilité
p(Yo.¢t|H1) nécessaire au test.
En résumé, le test d’hypothése nécessite les 4 étapes suivantes :

1. Calcul récursif de la probabilité conditionnelle de filtrage sous I’hypothéses H;, soit
p(z¢|yo., Hy) défini au paragraphe 3.1.4.

2. Calcul récursif par la formule 3.42 de la densité de probabilité de la trajectoire d’obser-
vation sous 'hypothése Hy, soit p(yo.|Hi)-

3. Calcul par la formule 3.40 de la densité de la densité de probabilité de la trajectoire
d’observation sous ’hypothése Hy, soit p(yo.¢|Ho)-
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4. Calcul du rapport de vraisemblance A(yq.;), comparaison au seuil 7 et prise de décision
définie par 3.36, 3.37 ou 3.38

Comme précédemment, il est en général difficile d’aller plus loin dans la description de
la construction du test d’hypothése en général sans ajouter de conditions supplémentaires. A
nouveau, de part ses propriétés de fermeture par convolution et multiplication, I’ensemble des
densités de probabilité gaussiennes jouent un roéle particulier justifiant une étude a part.
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4. TECHNIQUES NUMERIQUES DE FILTRAGE

Comme on a pu le voir au chapitre 3.1, la mise en oeuvre pratique du filtrage des systémes
dynamiques markoviens nécessite la construction des probabilités conditionnelles suivantes :

— p(selyor) , s¢ € {1,...,m} pour les systémes & espace d’état discret.

— p(x|yoe) , z¢ € R™ pour les systémes & espace d’état continu.

— p(x, Selyos) , o € R™ s € {1,...,m} pour les systémes hybrides.

a partir de la connaissance de :

— p(s0), p (o) ou p(xo, o), la condition initiale de I’état probabiliste,

— p(s¢]si-1), p(ze|xi—1) ou p(x¢, s¢|xe—1,5:-1), la probabilité de transition,

— p(yelse), p (ye|ze) ou p (yi|xy, s¢), la probabilité de I'observation.

4.1. Filtrage et détection optimal en dimension finie

4.1.1. Systémes linéaires gaussiens : le filtre de Kalman

Un cas particulier trés important est celui ou les mesures de probabilité de transition
Px, x,_, (dx|zi—1) et de I'observation Py, |x, (dy:|x;) sont des densités gaussiennes. En effet, on
a vu au paragraphe 1.3 que ’ensemble des distribution gaussiennes est fermé par convolution et
par multiplication. Ceci est dii & une propriété remarquable de la gaussienne. Sa fonction carac-
téristique, transformée de Fourier de la distribution, est aussi une gaussienne (non-normalisée).
Comme la somme de formes quadratiques est aussi une forme quadratique, le produit de 'ex-
ponentielle de formes quadratiques est aussi une exponentielle de formes quadratiques. La
structure gaussienne est donc conservée par multiplication et convolution (équivalente a une
multiplication dans l’espace de la variable de Fourier). Ainsi, les seuls paramétres a calculer
sont la moyenne et la matrice de covariance de la distribution conditionnelle px,|v,., (@¢|vo:t)-

Les systémes dynamiques markoviens pour lesquels les probabilité de transition et d’obser-
vation sont gaussiennes sont les systémes linéaires a bruits blancs gaussiens définis par :

ry = Fuy 1+ Gy, € R? (4.1a)

yo = Hury+uo,y € R™ (4.1b)

ol les bruits w; et v; sont des bruits blancs gaussiens, indépendants et de covariances respectives

@ et R; et ou la condition initiale de ce systéme x( est également de distribution gaussienne :
Px, (z0) = T (20 — Zo, Fo)

Rappelons que, par définition, I'(z, P) £ 1/(y/(27)"[P|)e~2*"P™'%, n étant la dimension de z,
désigne ici la distribution gaussienne. Dans ce cas particulier, en appliquant le théoréeme 38 avec
A=Gy, X =w; et B= Fyr;_1, on peut déduire que la densité de probabilité de transition est
gaussienne et égale a :

sz|Xt_1<xt|xt—1) = F(xt — Fyxy GtQGtT) (42)

A noter que si la matrice GyQGY est singuliére, ce qui est souvent le cas (nombre de pertur-
bations inférieur a la dimension de ’état), cette définition a toujours un sens a condition de
considérer ces équations au sens des distributions (voir paragraphe 1.3.2 du chapitre 1).
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De méme, la densité de probabilité de I'observation & bruit additif gaussien s’exprime selon :

th|Xt(yt|-7~5t) =I(y — Hyxy, R) (4.3)
On peut alors montrer que la densité de probabilité conditionnellepy, |y, ., (%¢|yo::) est gaussienne.

Théoréme 112. Le filtre optimal a minimum de variance du systéme linéaire gaussien 4.1
initialisé gaussien a une densité de probabilité gaussienne dont les moyennes Zy, et variances
Py; sont calculables récursivement par le systéme d’équations suivant :

PXilvor (Ttlyo:) = T'(ze — Tyt Py)
Ty = B
Py = Eptfl\tletT + GQiGY
K, = Rﬁ|t—1Hg(Hth|t—1Hg + R
Ty = Top—1 + Ko(ye — HiZyp—1)
Py = Py — Rt|t—1H,gT(Hth|t—1HtT + Rt)_lHtPﬂt—l

A~ o~~~ —~
e
© 00 3 O Ot
—_— o — T

ou, par définition, Vs < t, Tys = Elz|Yy] et Pys = Bl(z — Zys) (e — Tus) T [Y5)-

Preuve. On montre ce résultat par récurrence. Supposons qu’a l'instant ¢ — 1, la densité de
probabilité du filtre de x; soit une gaussienne de moyenne 7;_1;—; et de matrice de covariance

P t—1jt—1 *

pXt,1|Y0;t,1(mtfl‘y&tfl) = D(24y — Tt—1[t—1, Ptfl|t71)
L’étape de prédiction définie par I’équation de Chapman-Kolmogorov 3.19 s’écrit dans ce cas
particulier :

PXo|Your (Tt|Yo:—1) = /pxtXt_l(ﬂft|$t—1)PXt_1|Y0:t_1(ﬂft—1|y():t—1)d35t—1 (4.10)

= / F(Jit — Ky, GtQth)ertfl - 53\1;—1|t—1, Pt—1|t—1)d~rt71 (4-11)

En appliquant le corollaire ?? avec z; — x, F; — F, GiQ;GI — Q, x4 — v, Ty_qft—1 — [
et P,_q4—1 — P, cette pseudo-convolution est égale a :

pXt|Y0:t,1($t’y0:t71) = F(l't - thft—ut—l, FtPt—l\t—lFtT + GtQthT)

Si on défini §t|t_1 conformément & 4.4 et P;_; comme en 4.5, cette expression s’écrit bien
comme annonce :
pXt\Yo=t_1($t|yo:t—1) =I(zy — &:\t\t—la Pt|t—1)

Concernant 1’étape de correction, d’apres 3.25, I'utilisation de la régle de Bayes donne :

Dvon @) = 2 lUTIPK o (Eelbe-1) (4.12)
Jan Pveix (Wl ) DX, Yo 1 (T2 Y0 —1)day

. [(yy — Hyxy, R)T (24 — fU\t\t—l, Pt|t—1)

B fRn F(Z/t — Hyxy, R)F(l't - /x\t|t—17 Pt|t—1)dl’t

(4.13)

D’apreés le théoréme 40 avec yy — v, H, — F, R — Q, vy — Y, Typ—1 — p et Py — P, ce
produit de gaussiennes peut étre récrit de la maniére suivante :

Iy —Hywy, R)T (24— Zyjp—1, Pip—1) = (=T, (H/ R "H,+P;} )_I)F(yt_Ht/x\ﬂt—lyHtPtj|;_1Ht+R)

tlt—1
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ol Ty, est défini par les équations 4.6 et 4.7. L'utilisation du lemme 86 permet de récrire la
matrice de covariance de cette gaussienne comme suit :

Pije = (HtTRilF"'_Pt\itl—Jil

= By — Pt\tletT(HtPt\tletT + Rt)ilHtPt\tfl

qui correspond bien & I’équation 4.8 annoncée. Enfin, le terme de normalisation de ’équation
4.13 est calculé comme suit :

/ I'(y: — Hewy, R)T (2 — @\t—l, Pt|t—1)dSUt = T(y— Htfﬂt—l, HtPt7|;71Ht + R) (4.14)

X / T'(zy — Ty, (H R H, + Pﬂ—tl_l)—l()mg)
= I'(ye — HiZyje—1, Htpj;,lHt + R) (4.16)

'intégrale en x; étant égal a la norme (unitaire) de la densité gaussienne. Reporté dans 4.13,
on obtient finalement :

PXxi|vo.e (33t|yo:t) = F(l“t - 57\1&|t7 Pt|t71 - Pt\tlef(HtPt\tlef + Rt)_lHtPt\tfl)

]

Ainsi, pour construire ’estimateur optimal d’un systéme linéaire gaussien, il suffit de calculer
récursivement Ty, Py, & partir des équations 4.5 & 4.9, celles-ci étant initialisées avec les valeur
Zo et Fy respectivement.

Filtre de Kalman
1. Initialisation :
Top = Elxe] =0
Poo = B [(wo— Fo) (20 — :EO)T] e
2. Prédiction :

Tijt—1 = Ft/x\t71|t71
Py = FtPt—l\t—lFtT + GQ:G}

K, = Pt|t—1HtT(HtPt|t—1HtT + R)7!
Ty = Dyp—1 + Ky — HiZy—1)
Py = Py — Pt\t—lHtT<HtPt\t—1HtT + Rt)_lHtPt\t—l

4. Retour en 2.

Remarque 113. Si la matrice R est singuliére, cela signifie que certaines sorties sont non
bruitées. Dans ce cas, on est face a un probléme singulier qui n’aurait pas de solution par
la technique développée ici. Pour contourner cette difficulté, il suffit en général de décaler
virtuellement les instants d’observation en définissant une nouvelle sortie définie par :

2 = Ypp1 = HiFywy + HiGowg + vy
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Pour un tel systéme, la matrice de covariance des bruits devient
HGQ,GyH) + R,

qui peut ne plus étre singuliére. Si ce n’était pas le cas, il suffirait de décaler a nouveau l'instant
d’observation jusqu’a obtenir une matrice de rang plein. Il est important de noter que dans ce
cas, le bruit dynamique n’est plus indépendant du bruit d’observation et I’algorithme de filtrage
présenté dans le théoréme 112 n’est plus applicable en I'état et demande quelques modifications.

Remarque 114. La matrice de covariance du filtre de Kalman est indépendante des observa-
tions :

Pt|t = E[(% - /x\t|t)T(xt - ft|t)‘90:t] = E[(ﬂft - /-ft|t)T(-73t - fﬂt)]

Par conséquent I'erreur moyenne de filtrage et les gains de correction K; peuvent étre calculés
a priori hors ligne et sont indépendantes de la réalisation du signal systéme.

Remarque 115. Si la dynamique du systéme est nulle (() = 0), c’est le cas par exemple de
l'estimation de paramétres fixes, on constate que le gain de correction tend systématiquement
vers 0 ainsi que la variance de Ierreur de filtrage. Cela signifie que quand on estime des quan-
tités fixes, au bout d’un certain temps, les nouvelles observations ne sont plus nécessaires a la
correction. Ceci procure au filtre de Kalman un avantage décisif par rapport a son ancétre, le
filtre de Wiener, qui ne traite lui que le cas stationnaire ce qui le rend incapable d’acquérir des
valeurs de paramétres fixes. Ce qui fait la richesse du filtre de Kalman, méme dans le cas ot
Q # 0, c’est de pouvoir traiter optimalement les phases d’acquisition et de poursuite.

Remarque 116. Sion analyse le comportement du filtre de Kalman dans ses phases de prédic-
tion et de correction, on peut observer qu’au moment de la prédiction, la variance de ’erreur de
prédiction est augmentée proportionnellement a la variance des bruits de dynamique a travers
le terme GQGT dans D'équation 4.6. En revanche, si le systéme est stable (||F| < 1) celle-1a
a tendance a diminuer. Ceci est tout a fait naturel du fait qu’au cours de la prédiction, I'es-
timateur fait I’hypothése d’un bruit nul (équation 4.5), cette opération est faite en "aveugle"
et donc la prédiction a tendance a augmenter I'erreur d’estimation. Au moment de la correc-
tion, la valeur prédite par I'estimateur est corrigée proportionnellement a la différence qu’il y
a entre la valeur de la sortie prédite (E [y;|yo.—1] = HZye—1) et la valeur observée. Par ailleurs,
si on analyse 'expression du gain de correction (équation 4.8), on constate que celui-ci est
proportionnel a Ierreur de prédiction. En effet, plus I'erreur est élevée, plus il est nécessaire
de corriger I'estimation pour rejoindre rapidement une valeur correcte. Inversement, plus la
variance du bruit d’observation R est élevée, plus le gain de correction est faible, exprimant
la nécessité d’étre prudent a la prise en compte d’un observation réputée non fiable car trés
bruitée. Une conséquence de la correction est de diminuer la variance de l’erreur de filtrage, le
terme additif de I’équation 4.9) étant toujours défini négatif. Ainsi, la succession des phases de
prédiction/correction ont des effets contraires, I'une augmente 'erreur alors que I'autre la dimi-
nue. Pour des systémes stationnaires, dont les matrices F', G, et H indépendantes du temps, la
variance de I'erreur de filtrage tend vers une valeur limite qui est par conséquent proportionnelle
au rapport Q/R.

Exemple 117. Poursuite d’une sinusoide de fréquence connue et de phase inconnue.

4.1.2. Filtres de Kalman en paralléle

Il est aisé¢ d’étendre ce résultat au cas ou la condition initiale n’est pas gaussienne mais
définie comme une somme pondérées de densités gaussiennes :

N
px, (0) = Yool (w0 — 75, Fy)
k=1
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ol chv:l pt = 1. On peut alors montrer que dans ce cas, la densité de probabilité a posteriori
peut s’écrire :

P |You (Te|Yo:t) = prf‘ xt|t’ Pt\t) (4.17)

ol fv\ﬁt et P, tlt, Vk = 1...N sont obtenus a partir de N filtres de Kalman en paralléle initialisés

chacun avec les valeurs z& et PY. Les ponderatlons pF dépendent de la vraisemblance de chacun
des estimateurs vis-a-vis des observations. Pour s’en convaincre, il suffit de raisonner & nouveau
par récurrence. L’égalité 4.17 est vraie initialement. Supposons qu’elle soit vraie a l'instant
t—1. Si la densité de probabilité de transition est gaussienne, conformément a 4.2, la prédiction
s’obtient comme suit :

n

PXolYou—1 (Tt Yo:t—1) Zpt 1/ —thft—bGtQthT)F(ft—l—ff_ut_pPtk_1|t_1)d$t—1 (4.18)

En appliquant le corollaire 7?7 sur chacun des termes de la somme, on obtient aisément :

PX[You1 (Tt|Yo:t-1) Zﬂt 1 - thffutprtPt]iuthtT + GG

Ainsi, si on défini le k-iéme prédicteur de Kalman comme suit :

7k
= Fay
k= 1.N,{ T e
{ Pt]|€t 1 Ftptk 1)t— 1F +GtQt

on obtient a nouveau une description de la densité de probabilité comme somme de densités
gaussiennes :

=~k k
PXi Y1 (z¢]yo:t-1) E Pt n $t|t—1>Pt|t—1>

Si la densité de probabilité conditionnelle de 'observation est gaussienne (4.3), la correction
obtenue par application de la régle de Bayes conduit a :

DXy Yo, xt|y0t Zpt 1 yt Ht'rt7R>F( 'Tt|t 1aP\t 1) (419)

ol le symbole  signifie "proportionnel 4". Cette expression peut étre développée en appliquant
le théoreme 40 a chaque terme de la somme :

PXlYour (Te[Yoit) o Z Pl (e — Ht?ffﬁt—l? HtTPtth—lHt + R)I (2 xt\t? Pt|t>

ou :
Kf = Pt\t 1HT(HtP|t 1HtT+Rt)71
Ev\llfc‘t = xt\t 1+K (v _Htfﬁt 1)
Ptl\ct = Pt\t 1 Pt|t 1HT(HtP|t 1HtT+Rt)_1HtP|t 1

Le terme de normalisation s’obtient comme suit :
/pXtYOf (z¢|yo:t)dy = Zpt 1 xt\t 17HTP|t 1He + R)
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Finalement, la densité de probabilité conditionnelle s’écrit & I'instant ¢ :

PXi|vo.e $t|90t prr xt|t’Pt\t)

ol les termes de pondération sont mis a jour conformément a :
Pl (Y Htxt\t g HTPﬁt Hi + R)
N
> ke P T (e Ht$t|t 1 HTPt\t Hi+ R)

pr =

On observe que ces pondérations sont proportionnelles aux vraisemblances de chacun des filtres
de Kalman en paralléele.
L’estimateur optimal & minimum de variance s’obtient alors par ’expression suivante :

Ty = E ptxt\t

alors que sa variance s’obtient par :

N
P = 3ok [ (o) (o )"0 o= )
= Zpt ( te $t\t (wt\t)T> — Ty (‘%tlt)T

4.1.3. Détection de signaux gaussiens.

Intéressons nous au cas particulier o, sous ’hypothése Hy, le signal d’observation est la
sortie d’un systeme dynamique linéaire gaussien :

Tiy1 = tht -+ Gtwt
4.20
{ s = Hyxy ( )

ol wy est un bruit blanc gaussien de covariance (). Sous I’hypothése Hy, ’observation du systéme
a l'expression suivante :
Yt = St + U

ol vy est un bruit blanc gaussien de covariance R. D’aprés 3.42; on obtient p(yo.|H;) récursi-
vement par la formule :

P(Yo| H1) = p(Ye|yot—1, H1)p(Yor—1|H1)

Si on examine I’équation 4.12 obtenue dans le développement du filtre de Kalman, on s’apercoit
que p(y,|YZ™1) n’est autre que terme de normalisation de cette expression. En effet, en calculant
la marginale de p(y;, z:|Yy ") on obtient :

p(yt‘yO:t—laHl) = /p<ytaxt|y0:t1>H1)d$t

= / p(yt|$t7 H1)p($t|y0:t—17 Hl)dxt

Or, d’apres 4.16, ce terme de normalisation est une gaussienne ayant I’expression suivante :

P(Ye|yoir—1, H1) = Ty — HiZyje—1, HtTPt|t—1Ht + R)
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ol Ty;—1 est le prédicteur a un pas de I'état x, calculé sous ’hypothése H; avec 4.20 comme
modele et ot Py;_; est la covariance de l'erreur de ce prédicteur. Par conséquent, p(yo.|H1)
s’exprime comme suit :

t

p(yO:t|Hl> = H F(yT - H’rfﬂ‘l’fla HZPT|T71HT + R)
T7=0

ou bien sous sa forme récursive :
P(Yo| H1) = U(ye — HiZTyp—1, H?Pﬂt—lH + R)p(yo:1—1|H1)

Il est en général plus aisé de travailler avec la vraisemblance de ’observation conditionnelle &
chacune des hypothéses, c’est a dire avec le logarithme népérien de la densité de probabilité :

1« . - _
].Og (P<90t|H1)) - _5 Z (yT - HT'TT|T—1)T (HzPT\T—lHT + R) ' (?jr - HT'IT|’T—1) (421>
7=0

1 t
-5 > log (|HY Prs—1H, + R))
7=0

Sous 'hypothése Hy, comme le bruit d’observation est gaussien, on a py (v;) = I'(vy, R). Par
conséquent, ’équation 3.40 devient dans ce cas :

t

p(yos| Hi) = [ [ v+, R)

7=0

En prenant le logarithme népérien de cette expression, on aboutit a :

1< - 1<
log(p(you H1)) = —5 > w7 R 'y- — 5 > log (|])
7=0 7=0

Le rapport de vraisemblance A(yo.;) est alors calculé par :

log (A(yox)) = log (p(yo:e|H1)) — log(p(you| H1))

i _ - . _
= _5 Z <(y7' - HT$T|T71)T (HZjPT‘TleT + R) ! (Z/r - HT‘CET|7'71) - ZJ;FR 1y‘r>
=0

1 |HT P, H, + R|
—5 Tzzolog ( 7]

ou sous sa forme récursive :
1 . -1 Y
log (A(yo:)) = log (A(Yo:—1)) — 5 (e — Htht\t—1)T (H Pye—1Hy + R) (ye — HiZy—(3.22)
‘prt|t—1Ht + R‘)

2 2 IR|

1 _ 1
+5y Ry — 5 log (
Le test d’hypothése nécessite alors les 2 étapes suivantes :

1. Calcul récursif du prédicteur & un pas Zy;—1 sous ’hypothéses H; en construisant le filtre
de Kalman de x; défini dans le théoreme 112 s’appuyant sur le modéle défini par 4.20.

2. Calcul récursif par la formule 4.22 du logarithme népérien du rapport de vraisemblance
log (A(yo.¢)) et prise de décision en comparant ce rapport au seuil log(n) défini par le
critére de décision retenu.

Exemple 118. Détection d’une sinusoide dans du bruit blanc gaussien.

Exemple 119. Détection RADAR.
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4.2. Approximations numériques du filtrage optimal

4.2.1. Linéarisation : le filtre de Kalman étendu

Face aux non linéarités, le premier réflexe de I'ingénieur est de travailler avec I’approximation
linéaire tangente des fonctionnelles non linéaires. Le principe du filtrage de Kalman étendu [7]
repose sur ce principe.

Poursuite.

Considérons le modeéle non linéaire suivant :

e = flz-1) + 9(@e1)w (4.23a)
ye = h(x) + v (4.23Db)

ou wy et v; sont des bruits blancs gaussiens indépendants de variances respectives @) et R.
On suppose que les fonctions f et h sont continiment différentiables et que la fonction g est
continue.

On peut penser que si les non-linéarités ne sont pas trop "fortes", il est légitime de remplacer
les fonctions f (z;) et h (z;) par leurs approximations linéaires au voisinage d’un point z; consi-
déré comme le "plus proche possible" de la valeur de ’état z; inconnue. La fonction g (z;) sera
elle approximeée par sa valeur en ce point g (7;). Les densités de probabilités du prédicteur et
du filtre pourrons alors étre approchées localement par des densités de probabilité gaussiennes :

p($t|y():t—1) = F(l"t - ZL‘\t\tfla Pt|t71)
p(xt‘y():t> = P(l’t - ft\u Pt|t)
Le choix du point Z; au voisinage duquel se fait la linéarisation est trés naturel. Concernant la
fonction f (z;_1), celle-ci étant exploitée lors de I’étape de prédiction, il est légitime de linéariser
celle-ci au voisinage du filtre Z;_q;—1, ce point étant considéré a cette instant comme le meilleur
estimateur disponible. Pour ce qui est de la fonction h (x;), celle-ci intervenant au cours de la

correction, il est naturel de la linéariser au voisinage de la valeur précédemment prédite, soit
Ttjt—1-

Théoréme 120. L’approximation linéaire du modéle 4.23 conduit a l'approximation gaus-
sienne de la densité de probabilité a posteriori sous la forme suivante :

p(xt|th) ~ Iz, — ft\t; Pt|t)
/x\t|t71 = f (/w\tfl\tfl)
Py—1 = Fo(@—1p—1)Po1ji—1 (Fx(ftfutfl))T +9g (/-T\t71|t71) Q (9 (fﬂ\t—l\tﬂ))T
Ty = Dy + Ky — h (/I\t|t—1))
Ky = Pt\tflHw(fﬂtfl)T(Hx(/x\ﬂtfl)Pt|t71Hac(/l‘\th‘,fl)T +R)!
Py = Py-1— Pyt Ho(Zye1)" (Ho(Zye—1) Pop—1 Hy (Zye—1)" + R) " Hy(Zye—1) Pyr—1

ou F, et H, désignent respectivement les matrices jacobiennes des applications f et h.

Preuve. Si w; est considéré gaussien, la probabilité de transition s’écrit comme une densité
gaussienne selon :

p(xy|wi—q) = T'(xy — f(xtfl% 9(%71)@9(%71)71)

De méme, le bruit d’observation étant gaussien, la densité de probabilité de I’observation s’écrit :
p(ylze) = Dy — h(z), R)
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Supposons qu’a 'instant ¢ — 1, la densité de probabilité conditionnelle soit approximée par une
densité gaussienne sous la forme :

p<xt—1|y0:t—1)zr($t—1 - /-ft—1|t—1; Pt—1|t—1)

Si on référe au paragraphe 3.1.4 du chapitre 3.1, ’étape de prédiction est calculée par la pseudo-
convolution suivante :

p(xe|yo—1) = /p($t|xt—1)p(xt—1|y0:t—1)d$t—1 (4.24a)

12

[ D ), g Qo) s~ Fiogess Py o210

On réalise alors la linéarisation de f au voisinage de Z;_1;—1, moyenne de p(z;—1|yo.t—1), sous la
forme suivante :

J(@e—1) 2 f (Tp—1jp—1) + Fo(Te—1j—1) (xtfl — /x\t—1|t—1)

. A , . . . . . . .
ou F, = 0f/0x désigne le jacobien de la fonction f. De plus on approxime la fonction continue
g dans ce méme voisinage par sa valeur en Z;_q;—; :

g (xtfl) =g (EB\t—1|t—1)

On obtient alors 'approximation suivante :

p($t|y0:t—1) =~ / F(xt - f(a?t—1|t—1) - F:c(/x\t—l\t—l) (xt—l - ?ft—1|t—1) 7g(ft—l\t—l)Qg(/ft—l\t—l)T)
XT(2p—1 — Tpajp—1, Proajp—1)das 4 (4.25)

D’apreés le corollaire 7?7 avec (a:t — f(@io1p-1) — Fx(fft,lu,l)/x\t,”t,l) — x, o (Tioap-1) — F,
9(Z-11t-1)Q9(Ti—1j1-1)" — Q, 241 — Y, Ty—1p—1 — p et P_yjp—1 — P, cette convolution peut
étre récrite :

p($t|?Jo:t—1)2F($t - f(i/ftfutfl), Fx(/'ftflh‘,fl)Pt71|t71Fz(§j\t71|t71)T + g(§t71|t71)th(fv\tfl\tfl)T))
Si on définit :

Toe-1 = f(@1pe-1)
Py = Fm<§7\t—1\t—1)Pt—1\t—1Fx(/'T\t—1|t—1)T + g(/x\t—1|t—1)th(/x\t—ut—l)T)
La densité de probabilité a posteriori s’écrit alors :
(2 |yo:—1) > (s — EC\t|t—17 Pt\t—l)
La correction est & nouveau obtenue par application de la régle de Bayes :

F(yt h( t)s R)p(@¢|y0:4-1)
fRn h(x:), R)p(zt|yo:t—1)dx,

Si on injecte Iapproximation obtenue précédemment de p(z|yo..—1) dans cette expression, on
obtient :

p(xtly[]:t)

(| yor) F(yt h@t) R)[(z; — /x\t|t—17 Pt|t—1)
o: =
R fR" t) R)F(xt — Tyj¢—1, Pt\t—l)dxt

On réalise alors la linéarisation de h au voisinage de fEt‘t,l sous la forme suivante :

W) 22h(Ty—1) + Ho(Tyje—1) (20 — Tye—1)
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ou H, désigne le jacobien de la fonction h. On écrit alors I'approximation du produit de densité
gaussiennes sous la forme suivante :

F(yt—h(:vt), R)F(xt—fl’?\ﬂt—l, Pt|t—1)ﬁr(yt—h(§7\t\t—1)—Hz<i/17\t\t—1) (th - fC\t\t—l) 7R)F(xt_§7\t\t—1a Pt\t—l)

(4.26)
Notons H; £ H,(Zy¢—1). En appliquant le théoréme 40 avec (yt — W(@yp—1) + Hx<§3\t\t—1)/x\t|t—1) —
r, Hy(Zy—1) = F, R — Q, 2y — ¥y, Typ—1 — p et Pyy_1 — P, ce produit de gaussiennes peut
étre récrit de la maniére suivante :

F(Z/t - h(xt)a R)F(xt - /x\t|t71> Pt|t71>gr($t - fb’\t\t, Pt|t)F(yt —h (/x\t\tfl) 7Htptz\;_1Ht + R)
avec :

Ty = Ty + Ki(ye —h (/x\t\t—l))
Ky = Pt|t—1Hac(/ft\t—l)T(Hsc(/f\t\t—l)3|t—1Hx<@\t—1)T +Ry)7!
Py = Py — Pt Ho(@p1) " (Ho(Te—1) Pop 1 Ho (Tge—1)" + Re) ™ Ho(Tyje—1) Poje—

Remarque 121. Contrairement au filtre de Kalman classique, pour la mise en oeuvre du
filtre de Kalman étendu, les gains de corrections, et donc les matrices de covariances, doivent
étre calculés en ligne. En effet, les matrices jacobiennes F, et H, dépendent des estimateurs
Ty_1p—1€t Ty—q respectivement.

Remarque 122. On peut imaginer un certain nombre de variantes a cet algorithme de filtrage.
En effet, le principe étant de réaliser une approximation linéaire, le choix du point au voisinage
duquel se fait la linéarisation est crucial. Ainsi, quand on réalise la linéarisation de h au voisinage
du prédicteur T,;—,, on obtient la valeur filtrée Ty, qui est sensée étre plus proche de I'état réel
du systéme que Zy;—1. On peut alors linéariser & nouveau la fonction h au voisinage de ce point
en espérant commettre moins d’erreur et recalculer la correction. On peut itérer ce processus
jusqu’a ce que la variation de Iestimateur ne soit plus significative. Par un procédé analogue,
on peut opérer de méme pour améliorer la précision de la prédiction en recalculant le point au
voisinage duquel se fait la linéarisation de f..Cette technique est connue sous le nom de "filtre
de Kalman étendu itéré".

Domaine de validité

Examinons & quelles conditions cette approximation peut étre légitime et valide.

Observons dans un premier temps l'effet de la linéarisation de la dynamique f. Celle-ci
intervient au moment de la prédiction quand on substitue la convolution 4.24b & I’expression
4.25. Rappelons que, d’aprés le théoreme 43, une densité gaussienne est une unité approchée,
c’est a dire que celle-ci tend vers une mesure de Dirac quand sa variance tend vers 0. Ainsi,
si \/Pi_1)i—1 tend vers 0, & la limite, il y a égalité. Cela signifie que pour que ’approximation
soit valide, il est nécessaire que 4/ P,_1—isoit "petit" par rapport au domaine de validité de la
linéarisation de f.

Exemple 123. Considérons le systéme dynamique suivant :
Ty =tan" " (2, 1) + w,

ou w; est un bruit blanc gaussien de variance (). On a représenté figure 4.1 la déformation
induite par la linéarisation avec les valeurs P,_y,—1 = 0,4 et () = 0,1. On constate aisément
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qu’au voisinage de #;_1;—1 = 0 I'approximation est trés bonne alors que pour &y_1;—1 = /2,
une forte distorsion apparait. En effet, en ce point, le gradient de f est nul et ceci est interprété
comme x; = f (i?t—1|t—1) + wy. Par conséquent, le prédicteur péche par optimisme en allouant
la valeur () a la variance d’erreur de prédiction alors que celle-ci est en réalité plus élevée. Dans
cas, I'écart type \/P,_1;-1~0,63 n’est pas négligeable vis a vis du domaine de validité de la
linéarisation au point x = 7 /2. En revanche, avec P = 0,01, la linéarisation est valide presque
partout comme le montre la figure 4.2.

1.5 |
—— Densité réelle
— — Approximation
— - Fonction de sortie : : . ]
* Estimateur -
O Prédicteur e
l =
0.5
0
,
/
/
K
/
-0.5 ‘ \ / | | ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3

F1G. 4.1 — Distorsion dtie a la linéarisation en prédiction - P = 0,4

L’approximation qui consiste & remplacer g (x;—1) par g(Z;—1;—1) ne sera légitime que si les
variations de g au voisinage de 7,1 sont suffisamment faibles pour étre négligées, ceci dans
le domaine distant de 'ordre de \/P;_1;—1 de Ty_1j1—1

Concernant I’approximation de la fonction de sortie h par sa forme linéarisée au voisinage
de la valeur prédite Zy;_1, celle-ci intervient au moment de la correction a travers I’expression

4.26 :
F(yt—h(il?t), R)F(xt_/-fﬂtfl? Pt|t71)2F(yt_h(?B\t\t71)_Hx(x\t\tfl) (l"t - EL‘\t\tfl) 7R)F(xt_§t\t71a Pt\tfl)

Par un raisonnement analogue au précédent, on pourra dire que I'approximation est légitime si
I'écart type de prédiction /P est suffisamment "petit" par rapport au domaine de validité
de la linéarisation de h au voisinage de Zy;—_1.

L’utilisation du filtre de Kalman étendu est donc légitime si les écarts types de prédiction
et de correction sont modérés. Ceci s’applique naturellement a la condition initiale. En résumé,
le filtre de Kalman étendu peut étre utilisé "sans trop de risques" & conditions que :

1. 'écart type initial |/Fy—; soit suffisamment petit par rapport aux domaines de validité
de la linéarisation des fonctions f et h.

2. Iécart type du bruit de dynamique /@ soit suffisamment petit pour qu’aprés la pré-
diction, \/Fy;—1 reste petit par rapport au domaine de validité de la linéarisation de la
fonction h.
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1.5 T T

—— Approximation linéaire
— — Densité réelle

— - Fonction de sortie

* Estimateur
O Prédicteur

0.5

-0.5 . ‘
-3 2 -1 0 1 2 3

F1G. 4.2 — Distorsion dtie a la linéarisation en prédiction - P = 0,01

3. les variations de g sont suffisamment faibles au voisinage de /x\t|t 4 une distance de 'ordre
de A/ Pt|t

Comme la variance de 'erreur est proportionnelle au rapport /R (voir remarque 116),
celui-ci devra étre suffisamment faible. En pratique, on évalue a priori les écarts type /FPy—1
et \/m en simulation pour s’assurer que leurs valeurs sont compatibles avec ces contraintes.

Par conséquent, l'utilisation du filtre de Kalman étendu est réservée aux problémes de
poursuite & bruits dynamiques faibles pour lesquels la variance de ’estimateur initialement
"petite" le demeure au cours du processus prédiction/correction.

Exemple 124. Poursuite de la phase brownienne d’un signal sinusoidal.

Acquisition et poursuite

Dans le cas ou I'incertitude initiale /Py est trop importante pour que la linéarisation des
fonctions f et h soit valide (item 1 non vérifié) et si, cependant, le bruit de dynamique est
suffisamment "faible" (item 2 vérifi¢), il est possible d’utiliser une technique qui utilise une
batterie de filtres de Kalman en parallele, similaire & ce qui est présenté au paragraphe 4.1.2.
En effet, supposons que la densité de probabilité initiale puisse étre représentée comme une
somme pondérée de N densités gaussiennes :

N

p(xo) =Y L (20 — 25, Iy)
k=1

Supposons de plus que pour chaque gaussienne, 1'écart type 1/ Py est suffisamment petit pour
assurer la validité de la linéarisation. Par un calcul analogue & celui mené au paragraphe 4.1.2,
on peut montrer que la probabilité a posteriori peut étre approximée par une somme pondérée
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de densités gaussiennes :

N
p(@ilyos) =Y piT (2, — 2y, Pf,)
k=1

ol chaque couple {/x\ﬁt, P* } pour k = 1...N, est le filtre de Kalman étendu initialisé avec

tt
{ zg, Pk} Les pondérations p¥ dépendent de la vraisemblance de chacun des estimateurs vis-a-
vis des observations :

T
pf ATy — He (Zfzt—l) Ha (xfht—l) Ph,_\H, ( Ty 1) + R)
chvzl piaT(ye — Ha <§7]f|t—1) , He (Af\t 1) Pt|t 1 He ( Lt~ 1) + R)

Ces pondérations sont donc proportionnelles aux vraisemblances de chacun des filtres de Kal-
man en paralléle. Ainsi, le filtre qui est bati au voisinage le plus proche de ’état initial x( a
toutes les chances de converger au voisinage de x;. A terme, les vraisemblances des autres filtres
dégénérent, tous les poids pf tendent vers 0 sauf un qui tend vers 1. Cette phase étant acquise,
un seul filtre de Kalman étendu est alors suffisant pour assurer la poursuite de 1’état.

py =

Exemple 125. Acquisition et poursuite de la phase brownienne d’un signal sinusoidal.

4.2.2. Discrétisation de ’espace d’état

Rappelons que 'écriture récursive de ’évolution de la mesure de probabilité a posteriori
fait apparaitre deux types d’opération. La premiére, qui s’apparente & une convolution, met en
jeu une intégration du produit de deux densités et la seconde un produit de deux densités :

yt|17t fp $t|$t 1) (It—1|yozt—1)d$t—1
fp yt|$t fp $t|fft 1) (fﬂt—1|y0:t—1)diﬂt—1dﬁ7t

P (@¢]yo:) = (4.27)

Les probabilités de transition p (z;|x;_1) et d’observation p (y;|z;) font partie des données du
probléme, ainsi que la probabilité initiale p (xg).

Cette approche purement numérique de la résolution du probléme de filtrage optimal re-
pose sur I'idée d’échantillonner les densités de probabilité sur une grille construite sur un sous
ensemble de I'espace d’état dans lequel on recherche I'estimateur de ;.

Echantillonnage sur une grille fixe

Soit {mk, k=1..N } une grille construite sur un sous ensemble fixé de ’espace d’état R". Le
principe est d’échantillonner la densité de probabilité py (z) sur cette grille. On construit alors
une approximation de la densité de probabilité par une mesure, somme pondérée de mesures
de Dirac, dont les supports sont les noeuds de cette grille :

N
k,N
= E PN Ok ()
k=1
ol les masses p™ sont définies par :

kLN PX (xk)
L AT
> k1 Px (2F)

Par cette définition, on s’assure que p¥ (x) est bien une mesure de probabilité (normée). Rem-
placer px (x) par son échantillonné p¥ (x) revient & en construire une approximation, dite au
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sens faible, de la densité de probabilité dans le sens suivant. Soit ¢ (x) une fonctionnelle d’intérét
continue de R™ — R. L’approximation de px (x) par son échantillonné signifie :

Ble@) = [ ¢@pxa)d

N
= lim Z PPN (mk)
k=1

N—oo

La figure 4.3 montre comment une distribution gaussienne peut étre échantillonnée par ce
procédé, I’écart type de la distribution est ici de 1.

0.6 ‘ ‘ o : Lo

0.4 : - e

i i i i i i i i i
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

F1G. 4.3 — Fonction de répartition échantillonnée (distribution gaussienne)

Pour N fixé, I’échantillonnage de la densité de probabilité a posteriori a I'instant ¢ — 1 est
défini par :

N
P (ze1|yo:—1) = prfutfl(sa:k (w¢-1)
k=1
avec i
DX 1Yot s (SC ‘yU:tfl)

N
Zk:l PXi_1|Yo.t-1 <$k|y0:t—1)

La prédiction, convolution avec la densité de probabilité de transition, conduit &

k _
Pe—1t—1 =

P (Teyor—1) = /pXtIth (w¢|Te—1) D (@-1]Yor—1) dae—1
N

= pr—1t_1/17xt|xt_1 (w]i-1) Opn (24-1) dwey
k=1

N

= ZpXHthl (xt’xk) pffl\tfl
k=1
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Si on échantillonne alors p (z¢|yo4—1) en chaque point de la grille, on obtient :

N N i
D it 2ake1 PXi Xy (x ’xk) pf—1|t—16$i (2t)
N N i
D i1 Dkt pr,\Xt71Pf—1\t—1 (@*]*)

P (we|yo.e—1) =
qui peut se récrire :
P (2¢|Yo:e-1) E pt\t 10 (t)

ou chaque Pi|t71eSt obtenu par la convolution (discréte) suivante :

N .
Zk:l DXy X1 ("L‘l|xk) pfflh‘,fl
N N i

Zz‘:l Zk:l Pxi| X1 ("L‘Z|xk) pf—l\t—l

La correction, par la régle de Bayes, conduit alors a :

) _
Ptjt—1 =

N

P (@t|yor) o ZPYtht (yt|xt)pi\t—15xi (1)
=1
N

ZPYAXt (?Jt|$i) pi\t—ld’ti ()

=1

Soit, apres normalisation :
p(z4]Yo:) = g pt|t o (T)
ol les nouveaux termes de pondération sont deﬁms par :

; Pyvi|x, (yt,ﬂ} pi\t—l
t|t = N i ;
> iz Pyix, (el2?) Ptjt—1

L’algorithme utilisant une telle discrétisation est défini comme suit. A noter que pour simplifier
les calculs, la normalisation n’est faite qu'une fois, apres correction.
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Discrétisation de ’espace d’état

1. Construction d’une grille d’'un sous ensemble de R" : {:pk, k=1..N }

2. Initialisation des pondérations de chaque noeud de la grille :

PXo (xk)

Vk=1..N,pk,= ————~—
O SN px, (24

3. Prédiction (convolution) :

N
Vk =1...N, pf‘t,l = prf,\xt,l (ﬂfk’xz) 9271@71

i=1
4. Correction (multiplication + normalisation) :

. pyiix. (vel2®) oy,

tit — N N
> i1 Pyix, (ye]?) Pijt—1

5. Estimations (moyenne pondérée) de la moyenne et de la matrice de cova-

riance :
N
A k .k
T = E Pttt
k=1

N
Py = Z Pﬁt (xk - j:tlt) (xk - jtlt)T
k=1

6. Retour en 3.

On peut évidemment envisager toute autre forme d’approximations pour le calcul de I'inté-
grale de convolution (méthode des trapézes, de Gauss, de Gauss-Legendre, ...).

Cette méthode, simple & mettre en oeuvre a priori, ne peut en réalité que trés rarement étre
utilisée en pratique. En effet, pour un espace d’état de dimension supérieur & 2 ou 3, le nombre
de points de la grille est généralement prohibitif et incompatible pour une utilisation en temps
réel de l'algorithme. De plus, si le systéme est instable, il faut prévoir a priori I’espace sur
lequel se fera la recherche qui en général est beaucoup trop grand pour la précision souhaitée.
De plus, la précision finale est directement liée au pas de la grille.

Echantillonnage sur une grille adaptative

Si on observe le comportement de 'algorithme d’estimation décrit au paragraphe 4.2.2,
on constate que, en dehors de la phase d’acquisition, la plupart des noeuds de la grille fixe
atteignent des poids quasi nuls. En effet, a ce stade, seule la région pertinente de l’espace
d’état, région voisine de ’état réel du systéme, a une vraisemblance forte. Afin d’éviter des
calculs inutiles (évaluation de poids quasi nuls pour la plus grande partie des noeuds de la grille)
et d’améliorer la précision de I'estimateur, on est amené a construire une grille "flottante" qui
soit mieux adaptée a la description locale de la densité de probabilité [8].

Pour ce faire, on souhaiterais que I’échantillonnage soit centré autour de la meilleure esti-
mation dont on peu disposer & un instant donnée et que celle-ci s’étende au voisinage de cette
estimation en conformité avec ’écart type de cet estimateur. A l'instant ¢, le meilleur estima-
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teur calculable est Z;,_o. En effet, le calcul de Z;,_, fait appel au maillage défini & I'instant ¢
et n’est, par conséquent, pas encore défini. Il s’agit donc de calculer 'approximation numérique
de la densité de probabilité du prédicteur p (xt]YOt’Z) évaluée sur les noeuds de la grille définie
a l'instant t — 1 .

Soit {xf_l, k=1...N } la grille définie & I'instant ¢ — 1. On considére qu’a cet instant, le
prédicteur (& un pas) est disponible et s’écrit sur les noeuds de cette grille :

P (ze|yo:t—1) Zpt\t 192k (@)

Un pas de prédiction supplémentaire permet d’évaluer le prédicteur a 2 pas, soit :

p(@alyon ) — / s s (s |o0) p (elor1) da

X ZpXt+1|Xt ('rt-l-llwf—l) :01]t€|t—1
k=1

L’échantillonnage de la densité p (z;11|yo¢—1) sur la grille définie a t — 1 permet d’écrire le
prédicteur a 2 pas comme suit :

N N

P (Te41]yoe—1) o Z ZpXt+1|Xt (xi—1|$f—1) Pﬁt—léasg_l (@)

i=1 k=1
Z Pi1)t—10 . ()

ou pf -1 €st obtenu par convolution et normalisation :

=2

N 4 .
> im1 DX X (:Ef_1|m§_1) Pit—1
N N ; ;
Zk:l Zi:l PXyq| Xt (l’f_ﬂl‘%_l) p;|t_1

k _
Ptsijt—1 =

L’obtention de ’approximation de la densité de probabilité du prédicteur a deux pas permet
alors de construire les estimateurs de la moyenne et de la covariance selon :

N
Tee—1 = Z pf—i—l\t—le—l
k=1
N
Py = pr+1\t—1 (xf—1 - ft+1\t71) (xf—l - ﬁjt+1|t71)T
k=1

C’est alors sur cette base qu’on construit la nouvelle grille. Celle-ci est centrée sur 21,1 et
son étendue est dictée par la valeur des écart types de prédiction issus de /P11 A ce stade,
on peut imaginer toute sorte de méthode de construction de la nouvelle grille. Par exemple, on
peut construire un maillage régulier de I’hypercube de R"™ centré en #,4,,—; et dont les faces
sont située a « fois 'écart type de prédiction dans la direction de chaque axe de R", o étant
un coefficient "de sécurité". Celui-ci peut étre fixé a la valeur 3 par exemple, en référence aux
distributions gaussiennes. Pour étre plus fin, on peut orienter la grille le long des axes formés
par lellipsoide d’incertitude engendré par P,,q,—; en calculant les vecteurs propres et valeurs
propres \; de la matrice P, q,—. Dans chaque direction propre, la grille sera alors dimensionnée

par « fois v/\;.
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Soit {xf, k=1..N } cette nouvelle grille. Comme précédemment, on peu calculer le filtre
sur les noeuds de la grille définie & I’étape précédente :

P (@e|yo:) = E pt\t ak

avec : X &
v Pvix. (yt|$t71) Ptjt—1

Pilt = SN
> 1 Py;|x; (yt‘xffl) pﬁt_1

La prédiction se traduit alors par :

N

p (xt+1|y0:t) = ZpXt+1|Xt (xtJrl‘xllff—l) p115€|t
k=1

Cette densité de probabilité est alors échantillonnée sur la nouvelle grille et s’écrit :

N N
P (@e+1(Yo:t) ZZ DXyt X xt‘xt 1) /Ot|t§a:t €
i=1 k=1

2

oF
t+1\t
k=1
avec : N
' ‘
Zi 1PXii1]X: (xt |{L‘é 1) pi|t

> pe S 1 PXealx, (2775 4) pt|t
Il est important de noter que ce calcul s’appuie sur la densité de probabilité de transition entre
un noeud de la grille définie & 'instant ¢ et un noeud défini sur la nouvelle grille.

k
Prat =
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Discrétisation adaptative de ’espace d’état

. Construction d’une grille d’un sous ensemble de R"” conforme a la densité de
probabilité initiale : {zf, k =1..N}

. Initialisation des pondérations de chaque noeud de la grille en fonction de la
densité de probabilité initiale :

Pxo (xlg)
Zszl DPx, (:ES)

. Correction (multiplication + normalisation) :

Vk=1..N,pf_, =

Py | X (?Jt|$f—1) Pﬁtq

N
Y ko1 PYiX: (ytIxf_l) pﬁt—l

Vk =1..N, pjj, =

. Estimations (moyenne pondérée) de la moyenne et de la matrice de cova-

riance :
N
A k _k
Ttje = E :Pt|t$
k=1

N
Pyo= oy (2" = &) (2% = 2s)"
k=1

. Prédiction & 2 pas :

N . .
D im1 PXeia|Xe (55571 |$§71) Pijt—1

N N ; ;
Zk:l 21:1 pXt+1\Xz (xf—l‘xlzf—l) pzzf\tfl

k _
Prr1jt—1 =

. Estimation des moyennes et covariances du prédicteur a 2 pas :

N
B _ k k
Ti1)t—1 = E Pr+1jt—1Tt—1

k=1

N

_ k k A k N T

P = E Pr1jt—1 (%-1 - $t+1|t71) (9%_1 - l‘t+1\t—1)

k=1

. Calcul de la nouvelle grille {xf, k=1..N } centrée en Z;,1),—; et de covariance
P11
. Prédiction a un pas calculée sur la nouvelle grille :

N . )
Zizl PXiy1|Xe (xf|$f€—1) pwlt\t

k
Pt = &SN N ; ;
Zk:l Zi:l PXii1lXe (:Eﬂxifl) p;\t

. Retour en 3.
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4.2.3. Méthodes séquentielles de Monte-Carlo

Cette technique de filtrage non-linéaire porte également le nom de "filtrage particulaire"
et repose sur la simulation de type Monte-Carlo des processus a estimer. On réalise une ap-
proximation de la densité de probabilité conditionnelle par une somme pondérée de mesures de
Dirac. Cette approximation repose sur la loi des grands nombres présentée dans le théoréme 46.
D’apres ce théoréme, la mesure de probabilité de toute variable aléatoire X de variance finie
peut étre approchée par un tirage de IV réalisations de la variable X indépendantes :

ou x; désigne une des réalisations de la variable aléatoire X. Cette approximation s’entend au
sens faible, c’est a dire en dualité sur des fonctions tests. Soit ¢ (x) une fonctionnelle mesurable,
on a :
N
li E 2 - )| =E
lim_ ( nlp @) & leo (@)) [ ()]

Cette limite s’entend, en particulier, au sens de la moyenne quadratique (voir la loi des grands
nombres, théoréme 46).

Approximation de la densité de probabilité a prior:

Considérons un processus stochastique x; € R™ a temps discret dont I’évolution est régie
par ’équation suivante :

Tipr = f (e, wy) (4.28)

ou r; € R" est I'état du systéme et w; est un bruit blanc. Il est clair qu'une trajectoire du
processus {zg, ..., z;} est complétement déterminée, de maniére injective, par la donnée de la
condition initiale xy et d’une trajectoire de bruit {wy, ..., w;_1}. La densité de probabilité de
la trajectoire du processus p (xo, ..., x;) peut donc étre approchée par N tirages indépendants
de ces événements. Soit {z},...,z!} la trajectoire obtenue & partir du tirage numéro i de la
condition initiale xzo et de la séquence de bruits {wé, ...,w;’,l} en appliquant la dynamique
! a=1r (z¢, wl), la densité de probabilité de la trajectoire sera alors approchée par I’expression
suivante :

N
1
p (2o, ..., 74) ~ NZ% (20) ® .. @ O,y () (4.29)
i=1
Si on calcule la loi marginale de x;, on obtient I’approximation de la densité de probabilité de
Ty par :

| N
p (@) ~ N 2533;? ()
1=1

Si ¢ (z) est une fonction d’intérét que I'on souhaite estimer, son espérance a priori est alors

approchée par :
N

Elp (0] = By () = 1 3 (1)

i=1
De plus, en appliquant la loi des grands nombres (théoréme 46) a la variable aléatoire ¢ (X;),
on peut conclure que :

E [(p (x0) — B ())?] = LG ~ Bl (o) ]
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Cela signifie que la variance de I'erreur commise en utilisant I’approximation a une variance qui
décroit en 1/N si la variance de la fonctionnelle & estimer est bornée. A noter que si le systéme
est instable, il n’y a pas convergence uniforme de I’estimateur. En d’autres termes, pour une
précision souhaitée imposée, le nombre de tirages dépend de N. Il faut de plus remarquer que
la précision de lapproximation de I'espérance E [¢ (x;)] est indépendante de la dimension du
vecteur x; mais dépend uniquement du nombre N de particules utilisé. Par conséquent, puisque
le nombre de particules induit la précision obtenue, celui-ci est déterminé par I’étendue de la
condition initiale (& travers le tirage de ) et par la dimension du vecteur de bruit w, (& travers
le tirage des trajectoires de bruit {wo, s wg,l}.

Approximation de la densité a posterior:

Considérons le processus décrit par I’équation d’état stochastique 4.28 et observé partielle-

ment par le processus y; défini par :
Yr = h (x4, ve)

ou vy est un bruit blanc, indépendant de w;. L’utilisation directe de la loi des grands nombre
a Papproximation de la densité de probabilité a posteriori, c’est a dire p (z¢|yo.¢), Supposerais
pouvoir réaliser un tirage aléatoire de X; conditionnellement a Yj.;, ce qui en général n’est pas
possible pratiquement. En effet, ceci reviendrait & avoir résolu le probléme de départ.

Pour cette raison, on utilise ce que ’on nomme un "échantillonnage pondéré". Rappelons
que Pestimation repose sur le calcul de la probabilité conditionnelle p (xq.¢|yo.;) qui s’exprime
récursivement, d’apres I’équation générale du filtrage bayésien, de la maniére suivante :

P (Yo:t|To:t)
fp (yO:t"IO:t) p (370:15) de:t

P (To:t|yo:t) = P (To:t) (4.30)

Considérons a présent ’approximation particulaire de la densité de probabilité a priori défi-
nie par 'expression 4.29. En reportant cette expression dans 4.30 et en considérant le terme
fractionnaire comme un coefficient de p (xo.), on obtient :

<y0t|(x0t)>
T
P (To:|yo:) = szp (Yout|To:t) P (Tot) Aoy

0wyt (T0:t) (4.31)

ou (o) 2 {ai, .. xi} désigne la trajectoire particulaire numéro i et on, par définition,
O (o) (T0:t) = 041 (T0) ® ... ® 0,4 (7). Rappelons que le terme intégrale est un terme de norma-
lisation. En effet, si on inteégre 4.31 en fonction de dxg.;, on doit avoir :

p (vos! (o))
N Z fp (Yo:t|To:t) P (w0:t) oy =1

I'intégration sur les mesures de Dirac étant égales & 1. Si on récrit I'expression 4.31 sous la
forme d’une somme de mesures de Dirac pondérées, on obtient :

P (To:t|y0) =~ Zpté(m(]t) To:t)
ol les termes de pondérations s’expriment selon :

p <y0:t| (x(]:t)i>
Z;-V:lp (?Jo:t\ (l’o:t)j>
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En utilisant le caractére markovien de 1’observation, il est clair que :

p (yo:t\ (ﬂio:t)i) =p (wlzi)p (y&t—” <x0:t‘1)i)

ce qui permet d’écrire une formulation récursive du calcul des pondérations selon :

pi _ p (?Jt’ﬁ) i
P = =N NP1
Zj:lp (ytlxi) o

Telle que décrite ici, cette technique de filtrage est peu utilisable en pratique, pour deux
raisons essentielles :

1. L’approximation de la densité a priori décrite dans le paragraphe 4.2.3 n’est pas uniforme
pour des systémes instables, ce qui est souvent le cas en pratique. Le nombre de parti-
cule satisfaisant une précision donnée dépend donc de I'horizon d’observation, ce qui est
inacceptable en général pour un probléme de filtrage.

2. L’approximation de la densité de probabilité par une somme de mesures de Dirac pondérés
dégénere rapidement avec le temps, une seule particule a tendance a prendre tout le poids
(qui tend vers 1) alors que toutes les autres on un poids qui tend vers 0.

Théoréme 126. La distribution des vraisemblance d’une trajectoire d’observation d’un sys-
téme dynamique & bruit additif blanc gaussien est asymptotiquement dégénérée.

Preuve. Considérons un probléeme de filtrage ou le bruit d’observation est de type additif
gaussien ; L’équation d’observation est la suivante :

v = h(x) + v

ol v; est un bruit blanc gaussien de variance R. Dans un tel cas, la vraisemblance d’une
trajectoire d’observation peut s’écrire sous la forme suivante :

]_ 1 t 2
P (You|Tow) = —————=e"2 Zr=olur—h(m))/R (4.33a)
= (QWR)_% 6_% > _o(yr—h(z-))?/R (4.33b)

Cherchons a évaluer les statistiques de cette quantité. Pour ce faire, calculons en les moments
de la maniére suivante :

E[(p (yot|wox))?] = //(p (Yo:t|T0:4))* P (Yo:t, Tot) dYo:edwo

Comme, par définition de I'espérance conditionnelle, p (yo.t|zo.t) = p (Yot|To:t) P (Tos), cette es-
pérance s’écrit :

E [(P (90:t|170:t))q] = //(P (?Jo:t|9€0:t))q+lp (IO:t) dyo:idzo. (4-34)

En utilisant ’expression 4.33, on obtient :

t4+1

2 § _ g t _h(z 2
(p (your|o4))? = (2TR)™ "2 e g > r—o(yr—h(zr))*/R

_t+l
(_2”R> Sy h(ae)?/(R/0)
q

t+1

= q*% (277R)<1_q) 2
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On peut alors remarquer que le terme entre crochets n’est autre que la vraisemblance d’une
trajectoire correspondant a un bruit additif d’observation de variance R/q. Notons celle-ci :

4l
B (You|w0x) 2 <@> Y S o —h(en)?/ (R/a)
|0 p

L’expression 4.34 devient :

E [(p (yO:t‘xO:t))q] = (q + 1) 27TR // QOt’th (%t) dyo.1dxoy

Le terme intégral pouvant s’interpréter comme D (Yo.t, To.¢), celui-ci est égale a 'unité. Par

conséquent, on a :
t+1

_t41 gl
E(p (outlroe)'] = (¢ +1)" 2 27rR)™">
La moyenne de la vraisemblance d’une trajectoire s’écrit donc :
1

E [p (yO:t|l’0;t)] e —
(4rR)"

et sa variance :

E [(p (youl704))] = (B [p (youlz04)])* = ((%) ”)W

t—oo \/3/) (47R)’
Le rapport entre I’écart type de la vraisemblance d’une trajectoire et sa moyenne est donc

asymptotiquement équivalent a :
t

(3)
V3
qui tend vers l'infini quand t tend vers 'infini. m
Si considere les valeurs normalisées des poids particulaires définis par 'expression 4.32, leur
moyenne étant finie et égale a 1/N, leurs écart type tendent asymptotiquement vers l'infini.

Comme ceux-ci sont bornés par I'unité, on peut en conclure que tous les poids tendent vers 0
sauf un dont la valeur tend vers 1, ceci, méme si le systéme dynamique est stable.

Algorithmes a redistributions

Pour pallier les inconvénients majeurs évoqués précédemment, il convient de modifier ’al-
gorithme présenté au paragraphe 4.2.3 de sorte que les pondérations p¢ ne dégénérent pas.
L’objectif & poursuivre est donc de continuer & représenter correctement la probabilité a pos-
teriori tout en évitant que les poids des particules tendent vers 0 mais restent au voisinage de
1/N, valeur idéale pour I'application de la loi des grands nombres. Considérons qu’a I'instant
t on dispose d’une approximation particulaire de la densité de probabilité a posteriori sous la

forme suivante :
fL’t|y0t E pt

L’objectif d’une redistribution est de remplacer cette approximation par une autre représenta-
tion ayant la méme structure :

$t|?JOt Zpt
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avec Zf\;l 7t =1 comme contrainte et telle que :

1. Les nouveaux poids 'pvi soient "aussi proches que possible" de 1/N. Ceci peut se traduire
par la minimisation d’'une norme sur les poids du type :

Z |7, — 1/N|| (4.35)

2. La nouvelle représentation de la densité de probabilité soit "aussi proches que possibles"
de 'ancienne, c’est a dire telle, pour toute fonction d’intérét ¢ (x), on cherche & minimiser
la quantité suivante :

(4.36)

N . . N . .
> e (@) =Y e (7))
=1 =1

Ce probléme peut donc étre vu comme un probléeme d’optimisation sous contrainte, les deux
critéres étant en effet a priori contradictoires.

Filtre autogénérateur (bootstrap filter).

Une premiére solution consiste & assurer 'égalité a zéro du critére 4.35 en fixant p, = 1/N ;
le second objectif sera rempli en réalisant un tirage aléatoire des N nouveaux supports des
mesures de Dirac conformément a la densité de probabilité avant redistribution Zf\il piémi (x¢).
Il est clair que, par cette procédure, les particules de poids les plus forts vont se multiplier alors
que les particules de poids faible vont avoir tendance a disparaitre. Puisque cette opération
est réalisée par tirages aléatoires, la mesure de ’erreur commise ne peut se faire qu’en terme
de probabilités. Dans ce cas, la norme sur la densité de probabilité de 1’expression 4.36 qu’on
cherche & minimiser est £ [||o||2} Notons :

N
22 i ()
=1

la moyenne de la fonction d’intérét ¢ (z;) avant redistribution. La norme qui quantifie I’erreur
commise par la redistribution 4.36 peut se développer selon :

Py — i_\[; %90 (%;L;) = %i\f;E [(@t - ¢ (@))2} +% iv: E [(@t — ¢ (ﬁ)) (@t - ¢ (Eg))]

i#j=1
A noter que dans ce calcul d’espérance, les variables p! et i ne sont pas aléatoires, elles servent
a décrire la densité de probabilité ; seules les variables T¢ sont aléatoires.
Les tirages des particules 7! étant indépendants et de meéme loi (3N, Pi0,i (1)), on a,
Vi=1.N":

E

Elp(@)] = &
Elp-e @) = Yool -2)

On peut donc écrire :
2

E

RN L 5 oy e
SOt_ZNSO(xt) :szt (gp(a:t)—got)
i=1 j=1

Par conséquent, I'erreur quadratique moyenne induite par le processus de redistribution est bor-
née par la variance de ¢ (x;) sous la loi avant redistribution divisée par le nombre de particules.
On observe a nouveau la convergence en 1/v/ N de la loi des grands nombres.

Exemple 127. Systéme linéaire a bruit ponctuel.
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4.2.4. Mélange de gaussiennes
Estimation des systémes linéaires non gaussiens

On a montré précédemment (paragraphe 4.1.2) que pour un systéme linéaire gaussien dont
la condition initiale est une somme pondérée de N densités de probabilité gaussiennes, le filtre
optimal est calculable en dimension finie. Plus précisément, si la densité de probabilité a priori
s’écrit :

N
p(xg) = Zp’gl“(:co zg, Py)
k=1

doo=1

la densité de probabilité a posteriori s’écrit dans ce cas comme une somme pondérée de N
densités gaussiennes :

N
P (@t|yo:) = ZP F $t\t7P|t)
k=1

Liler Tl

ou ensemble des estimateurs { Pt k=1..N } sont définis comme N filtres de Kalman

en paralléle (indépendants les uns des autres et initialisés par zk, PF). Les pondérations pf

dépendent des vraisemblances de chaque filtre. Cette propriété peut étre exploitée pour déve-

lopper un algorithme d’estimation dans le cas ou les densités de probabilité des bruits sont

elles-méme décomposées comme des sommes pondérées de densités gaussiennes [9] [10].
Considérons un systéme linéaire défini de la maniére suivante :

v, = Faxi 1+ Guy (4.37a)
Yo = Hxi+ v (4.37b)

ol vy et w; sont des bruits blancs (non gaussiens) qui peuvent étre représentés par une somme
pondérée de mesures de probabilité gaussiennes :

p(w) = Z T (wt — Qj) (4.38a)
pv) = Z YT (v, — v/ RY) (4.38Db)

avec m »
Yon=1,) ¥ =1
=1 j=1

afin d’assurer que les mesures de probabilité soient normées. A noter que cette représentation
inclut, par exemple, les bruits de type ponctuel, les mesures de Dirac étant des cas particuliers
de mesures de probabilité gaussiennes.

Exemple 128. Perturbation ponctuelle.

Pour décrire la densité de probabilité de transition, il suffit de considérer que pour obtenir
une réalisation de la variable w;, il faut d’abord tirer j selon la loi multinomiale de probabilités
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{nj, j= 1...m} et que, sachant j, w; est alors distribuée selon une loi gaussienne de moyenne
w’ et de variance Q7. La densité de probabilité de transition s’écrit donc :

p(x|miq) = anf (It — Fayq — Gu’; GQjGT)

j=1

Par un raisonnement analogue, la densité de probabilité de I'observation s’écrit :

p
p(ylee) = AT (ye — Hay — o R)
j=1
Rappelons que la singularité éventuelle de I’élément GQ7G” ne remet pas en cause l'existence
de la mesure de probabilité, sa densité devant étre alors considérée au sens des distributions.
(voir théoreme 44).

Théoréme 129. Si, a l'instant t — 1, la densité de probabilité a posteriori du systéme 4.37
dont les perturbations sont définies comme des sommes pondérées de densités de probabilité
gaussiennes (4.38a et 4.38b) est une somme pondérée de N densités gaussiennes, alors, a I'instant
t, la densité de probabilité a posteriori de ce systéme est égale a une somme pondérée de
N x m X p densités gaussiennes.

Preuve. Supposons qu’a l'instant ¢ — 1 la mesure de probabilité a posteriori ai ’expression
suivante :

N
P (@-1yoe—1) = Z [y (xtfl - iffutfl; Pt]i1|t71)
k=1

L’étape de prédiction (formule 3.19) conduit & :

(xt‘QOt 1 Z Z Pf 7 / ( r— Py — GU_)j§ GQjGT) r (xtfl - i’f,”tq; Ptk,ut,l) dxi—q

k=1 j5=1

En utilisant le corollaire 77, on obtient :

e k,
p (@t|yo-1) Zzpt 177JF< t\tj 1’Pt|t]1)

k=1 j=1
avec :
40 — kK 7
Tye1 = Fmt—1|t—1 + Gw
k.j _ k T j T
Py, = FPL F© +GQG

Ainsi, aprés prédiction, la représentation de la mesure de probabilité a posteriori comporte
N x m mesures gaussiennes. L’étape de correction s’écrit alors :

P($t|Y0:t) X p(ytla?t) ($t|y0:t—1)

N m
Z Z Zpt Py'T (e — Haey — 05 RN T (art - :fsﬁf_l; Pﬁiﬁ)

k=1 j

hS]

Le théoréme 40 conduit alors & :

p (2e|Yo4) “Zzzpt Py'T (yt Hmt\t 1 — v HPt’Tf 1HT+RI>F(xt_xtlfl’Ptl\géjl>

k=1 j=1 [=1
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avec :

"kvjvl — Akv] k?]? =1
Tyt = Ty + K H%t 1~V

KM = HPY (HPk’j HT+R1)_

t|t—1 tjt—1

Pk‘,jl — Pl{?,] _ Kk,] lHPk‘,]

tlt tlt—1 t|t—1

En définitive, aprés normalisation, on a;

N m P
k}, ',l ’*k% y k: ’
p(eg) = Y2330 AT (- it P
k=1 j=1 1=1
avec :
kil pF AT (yt th‘t L~ — ot HP‘t 1HT—|-RI)
P =

N 4 Py
D k=1 ZT:1 =1 Pf_1y'T (yt th‘t L —oh HP|t] HT + Rl)

Ainsi, partant de N densités gaussiennes, on obtient bien aprés un pas de prédiction/correction
N x m X p densités gaussiennes dans la représentation de la densité a posteriori. m

L’application directe du théoréme 129 pour construire un estimateur est évidemment in-
envisageable en pratique, le nombre de densités gaussiennes (et donc de filtres de Kalman en
paralléle) croissant exponentiellement avec le temps. En revanche, il est possible de limiter cette
explosion numérique en s’accordant certaines approximations. Le principe de cette approxima-
tion consiste & fixer a priori le nombre de densités gaussiennes a la valeur N. Pour ce faire, il
est nécessaire de remplacer la somme de N X m X p densités gaussiennes induites aprés un pas
de prédiction/correction par la somme de N densités gaussiennes :

33t‘90t ZZZP ﬂF(% Az}j’l tl\cijl> Zpt xtltﬁp\t)

k=1 j=1 i=1

Diverses approches peuvent étre envisagée pour opérer cette réduction. La plus simple, et la
plus populaire, consiste & ne retenir que les N densités de poids les plus forts et de renormaliser.
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Systémes linéaires non gaussiens - Mélange de gaussiennes

1. Initialisation des densités gaussiennes en fixant {p§, 78, Pf, k = 1..N}

WE

N
p (o) =Y p6T (w0 — Tho, Po) » D>_po =1
k=1

k=1

2. Calcul des N x m x p filtres de Kalman en parallele : V& = 1...N,Vj =

l.m,Vi=1..p
Lk N _
xt|tj—1 = Fxffl\tfl + Gw’
‘Pt]|€t]_1 = FPtkfutleT +GQ'GT

K = HP (HPY HT+RZ>1

tlt—1 tlt—1

"kvjvl _ Ak;vj k?jvl _ "kvj _ =1
Lyt - ‘rt|t71+Kt Yt Hwt\tfl v

k,j,l k,j k,j,l k,j
P e — P 5] _ Kt e HP 5]

t|t tlt—1 tlt—1

3. Calcul des N x m X p termes de pondérations :

pf_lnj*ylf‘ (yt — Hgkd ol HPM HT + Rl>

tt—1 tlt—1

N m ; k. 1. 17 Dk
D k-1 ijl 11 PE_ T (?/t - HIt|tj_1 — o HPt\tj—lHT + Rl)

kgl
P =

4. Sélection des N filtres de Kalman de poids les plus élevés
{pf’j’l,k‘ cK jeldle L} N {5,’:,k: - 1...N}
et réaffectation des moyennes et matrices de covariances des filtres de Kalman

{#ht Pt ke K j e ie L} — (@l Pk =1.N)

te et

5. Renormalisation des poids :

~k
k Pt

Pt = &N <k
Zk:l Pt

6. Retour en 2.

Extension aux systémes non linéaires et /ou non gaussiens

Considérons a présent les systémes non linéaires du type :

ry = f(x1)+ g (1) wy (4.39a)
ye = h(z) + o (4.39b)

ou wy et v; sont des bruits blancs éventuellement non gaussiens.
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Si la condition initiale est telle que l'incertitude \/Fy—; est trop importante, nous avons
vus que sa décomposition en somme de densités gaussiennes pondérées

N
Tp) = ZPSF (zo — 7, FY)
h—1

pouvait permettre de contourner le défaut de stabilité du filtre de Kalman étendu & condition
que chaque écart type \/P_éC satisfasse les conditions de validité de la linéarisation. En revanche,
si le bruit de dynamique w; possede une variance trop élevée vis & vis du domaine de validité
de la linéarisation, I'utilisation d’un seul filtre de Kalman étendu associé a chaque densité
I' (zo — Z§, P¥) met en péril la stabilité du filtre. L’idée est donc de décomposer & nouveau la
densité de probabilité du bruit dynamique comme une somme de densités gaussiennes pondérées

m
wy) = anF (wt — Qj) (4.40)

j=1
tel que chaque écart type /@7 soit suffisamment petit pour que les conditions nécessaires a la
validité de la linéarisation soient vérifiées. A noter que 'effet de fortes variations de la fonction

g peut étre contrecarré par cette décomposition.
La densité de probabilité de transition s’écrit alors (voir 4.2.4) :

p(we]7i1) Z T (xt fleia) =g (me)w; g (v1) Q (g (ajt*l)T>>

Si on considére, ce qui n’est pas toujours nécessaire, que la densité de probabilité du bruit
d’observation s’écrit :

p
=> T (v — Vs B) (4.41)
j=1
la densité de probabilité de 1’observation s’écrit alors :

p (yelze) = ZVJF yo — h(z;) — 075 RY)

Théoréme 130. Si, a l'instant t — 1, la densité de probabilité a posteriori du systeme 4.39
dont les perturbations sont définies comme des sommes pondérées de densités de probabilité
gaussiennes (4.40 et 4.41) est une somme pondérée de N densités gaussiennes, alors, a I'instant
t, Papproximation linéaire du modéle 4.39 conduit a I'approximation de la densité de probabilité
a posteriori de ce systéme par une somme pondérée de N X m X p densités gaussiennes.

Preuve. Supposons qu’a l'instant ¢ — 1 la mesure de probabilité a posteriori ai ’expression
suivante :

N
p(@e-1|Yos—1) = Z pial (xt—l - j?—ut—l; Ptk—llt—l)
k=1

L’étape de prédiction (formule 3.19) conduit a ’expression suivante :

p(@yoe-1) = Zpt 1/ (@elze-1) T (21 _jjf—l\t—l;Rt]th—l) de—

n

= Y [T (s f ) gl o) @ (s(T))

k=1 j=1

o . phk
T (41 — Ti1fe—1 Ptfl|t71) dryy
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Si on fait la méme approximation que celle suggérée dans le paragraphe décrivant le filtre
de Kalman étendu (paragraphe 4.2.1), cette expression peut étre approchée par I’expression

suivante :
k/l’
P (2¢|yo:1-1) E E Pt 17 T (ﬂct t|t 17Rt|tJ 1)

k=1 j=1
avec :

‘@flt]fl = f (:%wlff—1|t—1) +9g (if—ﬂt—l) w’

Pt]ﬁ] , = I (ff—ut—l) Ptk—1|t—1 (Fe (-@f—ut—l))T +9g (@f—1|t—1) Q <9 (ff—ut—l)T)

Ainsi, apres prédiction, la représentation de la mesure de probabilité a posteriori comporte
N x m mesures gaussiennes L’étape de correction s’écrit alors :

P (elyor) o< p(yelze) P (2¢|Y0:e-1)

N m
Z Z Zpt 17 Vlr — h(z;) =0 Rl) r <$t t|t g Pt’th 1)

k=1 j=1 [I=1

hS]

L’approximation utilisée dans le filtre de Kalman étendu conduit alors & :
N m P
! 1. kgl Gl phil
P (@lyos) o< DD i 7F< h( By 1) — 0557 )F@”t s Py )
k=1 j=1 I=1
avec :
Ak7.j7l — k?J» k:j =l
Ly - t|t 1+K (yt_h(t|t 1)_7))
T
kgl _ k.j k,j l
Sy = H(t\t 1>Pt\t 1<H(t|t 1)) +R
~1
k7j7l JR— k).] k7‘7 k7j7l
kP = m, (a) PR (S)
kv.jl _ k7] k;vjvl "kmj kv]
Pt\t = Pt|t  — K <Hx (xt\t71>> Pt|t 1
En définitive, aprés normalisation, on a;

N m
) = 3" 30D AT (it i)

k=1 j=1 I=1

S

avec

; ~k.j 1. okl
Pf—lUJ’YlF (?Jt —h <33t|t{1) — 7' 5, )
N m ; ~k,j 1. okl
Zkzl Zj:l ?:1 Pf—ﬂl]VlF (yt —h (xt‘tj_1> — ol Sy ! )

kgl
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Systémes non-linéaires et/ou non gaussiens - Mélange de gaussiennes

1. Initialisation des densités gaussiennes en fixant {pf, z%, P¥ k= 1..N}

p (o) =

N
plgr (33 xO\O? Z

k=1 k=1

WE

2. Calcul des N xm x p filtres de Kalman étendus en paralléle : Vk = 1...N,Vj =
l.m,Vi=1..p

ii’f‘g_l - f (‘f:f—lﬁ—l) + g (i‘f—ut—l) U_)j

PZTIEJ , = B (if—l\t—l) Ptk—l\t—l (Fe ('%f—l\t—l))T +g (i'f—l\t—l) Q (9 (inf—lﬁ—l)T

j;ztjl = t\t 1t le (?/t h ( fftj 1) - @l)
S = H, ( Ty 1) Pt]|€£] 1 (H ( f\g 1>>T+Rl
i = (i) P (5P

Pt]ﬁ]l = PZ\? 17 Kf% (H <$t|t 1)) ]th]TtJ 1

3. Calcul des N x m X p termes de pondérations :
pE'T (= b (a7) = o' 519Y)
N m ~k.j —1. k.j,!
Zkzl Zj:l 1Pt 177] T (?/t h( t|t] 1) - UlaSt ! )

kgl
P =

4. Sélection des N filtres de Kalman étendu de poids les plus élevés

{pf’j’l,k‘ cK jelle L} = {,Bf,k: - 1...N}

et réaffectation des moyennes et matrices de covariances des filtres de Kalman
étendu

{ kgl Pk’]lkEKJEJZGL}ﬁ{xtlt, ko k= 1..N}

LToe o Lt

5. Renormalisation des poids :

6. Retour en 2.
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Remarque 131. En pratique, il est rare que le bruit d’observation doive étre décomposé
comme une somme de densités gaussiennes. Trés souvent, les capteurs, construits par
génieur, on des perturbations de type gaussien.

I'in-

Remarque 132. Le choix de la décomposition du bruit de dynamique est dicté par la nature
des non linéarités. En effet, il peut arriver que dans une direction donnée de I'espace d’état, le



systéme soit linéaire ou "presque" linéaire. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de décomposer
la distribution du bruit dans cette direction.

Espace d’état hybride

Examinons, dans un premier temps, le cas des systéme hybrides linéaires & perturbations
gaussiennes, cas particulier des systémes présentés au paragraphe 2.3.5 . Leur modeéle d’état
s’écrit de la maniére suivante :

Ty = FStht,l—f—GStwt (442)
v = Hgx+ Dgvy

ou wy et v; sont des bruits blancs gaussiens de covariances () et R respectivement. L’état discret
s; € {1,...,m} est markovien et ses transitions sont mesurée par Iensemble {p (s;|s; 1) =
P sy =i|s;—1 = j|,Vi,j = 1..m}. Comme le systéme est linéaire-gaussien, la probabilité de
transition de I’état est gaussienne et :

p (xt‘xtfly 5t71> =T <13t — Fy,mq, GstQ (Gst)T>

La probabilité de la mesure s’écrit :
T
p (Wil s0) =T (= Hywo, Do R (D))
Supposons qu’a l'instant ¢ — 1, la probabilité p (z;_1, s;_1|yo.+—1) Soit représentée, pour tout s; 1,
comme une somme pondérée de N,, , densités gaussiennes :

Nst—l

§ : kSt 1 ~k,si—1 k,st—1
P (xt—la St—1|y0:t—l) - F ('rt—l - xt—1|t—17 Pt—llt—l) vat—l - 1m
k=1

oll, pour assurer la normalisation de cette probabilité, on a la relation suivante :

Nst 1

PO DN A
k=1 s;_1=1

Pour réaliser ’étape de prédiction, il suffit d’appliquer la formule ??7. On obtient 1’expression
suivante :

Nst—l m
p(@nsilyoe—1) = Y D> plsilsiea) oy 1/ p(@ilzi-1,8) T <37t—1 —fff{‘;il,PfiijL) dwi—
k=1 s_1=1 R™

Or, la probabilité conditionnelle p (z;|z;_1,s;) étant gaussienne, en vertu du corollaire 77, la
pseudo-convolution donne a nouveau une probabilité gaussienne

‘5t1

,St—1 ~k,s¢,5t—1 k,st,5t—1
P (24, 5¢|Yo:-1) E E p(se]si- 1)Pt (mt_xﬂt—l ’Pt|t—1 )

k=1 St— 1—
ou :
~k,st,56-1 ~k,st—1
L1 FSt'Tt—1|t—1

phevsn = poptit BT GLQGT

t)t—1 t—1[t—1
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kyst—1 k,st—1
Ceci revient donc & calculer, pour chaque couple 7, 11> Ptfl\ 1

Kalman du modéle linéaire 4.42 paramétré par I’état discret s;.
Concernant ’étape de correction, la formule 7?7 donne :

le prédicteur du filtre de

Nst 1 m
k,st—1 T ~k,st,5t—1 pk,st,5t—1
p (xta St|?JOt E E St|8t 1) Pi—1 (yt — Hgx, Dy, R (Dst) ) I (xt — Tyje—1 7Pt|t_1 )
k‘ 1 St— 1—

En appliquant le théoréme 40, le produit des densités gaussiennes peut-étre récrit :

p (fﬁt, 5t|y0:t)
Ngt 1

m
k,st—1 ~k,st,s—1 k,st,st—1 p7T T
o SN plsilsin) o I‘(yt—Hstxtltfl  Hy, Pl HY + Dy, R (D) )
k=1 st_1=1
/\k ,St,8t—1 k,st,5t—1
xI’ ( o s By )
ou :
~k,st,50-1  _ ~k,st,St-1 k,st,5t—1 ~k,st,5¢_1
Ly = Ty + K <yt Hstxtlt 1 )

Zf7st75t_1 — H P]Ttstist ng: +DStR(DSt)

—1
Ko0s-1 Pk,é‘t:St 1HT <Z/€ 1StySt— 1)
; =

tlt—1

Pk75t75t—1 _ Pk75t73t—1 - Kk’ystyst—l Y5651 Kk78t78z—1 r
tft - tit—1 t t t
Ce calcul correspond aux formules de correction du filtre de Kalman quand le systéme passe
du modéle s;_; au modéle s,.

A ce stade, on constate qu’a I'instant ¢ la probabilité conditionnelle s’écrit comme la somme
pondérée de N x m gaussiennes comme suit :

Nst—l m
_ k,st,st—1 ~k,5¢,5¢—1 k,st,st—1
p (xt, St|y0:t) = g E P r (mt — Ty, P‘t )
k=1 st—1=1
avec .
p(silser) o T (e — Ho B30 Hy, P HY + Dy R(D,,)”
kose.501 S¢|St—1 pt Stxt\t 1 t)t—1 St St St
t = N.
t—1 M kyst—1 ~kysi—1 kyst,St—1 7T T
k=1 Zst 171p(5t|8t 1) P (yt — Hy,@ Lije—1 , H P\t 1 HSt + D, R (Ds,)

De fait, le filtre envisage toutes les transitions possibles de s; 1 & s; et pondére le résultat
conformément & la probabilité de cette transition et a la vraisemblance de I’observation. Il est
clair que la mise en oeuvre pratique d’un tel algorithme en 1’état n’est pas envisageable, le
nombre de parameétres grandissant exponentiellement avec le temps (m'). Pour pallier cette
explosion numérique, on peut étre amené a concéder quelques approximations. En particulier,
on peut chercher a faire en sorte que le nombre de densités gaussiennes soit fixe ou borné.

Algorithme "Multiples Modéles Interactifs"

Développé dans [11], cette technique préconise de regrouper la somme de densités gaus-
siennes dérivée pour chaque valeur de s; en une seule gaussienne de mémes poids, moyenne et
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variance. Ce regroupement peut-étre réalisé a plusieurs niveaux de 'algorithme. Par exemple,
partant, a l'instant ¢ — 1, de la représentation suivante :

_ St—1 ~St—1 St—1 _
p (xtfb St71|y0:t71) = Pi—1 I (xtfl - wt,nt,p Pt71|t71> >vst71 =1..m

aprés prédiction de s;, on obtient :

m

p (xt—la St|y0:t—1) = Z p (St|3t—1) pft__llr (xt—l - 57\:1_11“,17 Ptsi1|1t71> (443)

st—1=1

On remplace alors cette somme de gaussiennes par :

P (i1, 8elYo:-1) = pi'T (SL‘H - Eft_”t_lv?:t—ut—l) (4.44)

Pour que 'identité des poids soit assurée, il suffit d’imposer que les densités 4.43 et 4.44 aient
la méme norme en intégrant celles-ci par rapport a x;_;. On obtient alors :

m

Pyt = Z p(selsi—1) Py

st—1=1

Pour assurer que les deux densités aient méme moyenne, il suffit d’écrire :

m
St—1 ~St—1 St—1
/ Ti1 E p <5t|3t—1> pi T <$t—1 — -1 Pt_1|t_1) dxi_y
n
1

St_1=

= T D (g — T P dx

= t—1P¢ t—1 t—1)t—10 * t—1|t-1 t—1
n

qui conduit & :

m
St—135t—1 __ =St St
E p(selsi-1) pry Tia)t—1 = Ti—1p—1Pt
st—1=1
Soit : m St—1St—1
s, B Zst,lﬂp (8¢lse-1) P Ty q)4—1
Ty qjp-1 =

St
Pt
Enfin, pour que les deux densités aient mémes variances, il suffit que :

T m
—St —St St—1 ~St—1 St—1
/ ("Et—l - xt71|t71> <It—1 - xt71|t71> E , p(silsi-1) o' T <xt—1 — T Ppl\t—l) dyy
n st_1=1
T —
= T — T, Ty — T, y U (2 — T P dx (4.45)
- t—1 t—1t—1 t—1 t—1t-1) Pt t—1 t—1)t—1>+ t—1]t—1 t—1 :
n
Partant de la définition de la variance d’une densité gaussienne :

T
St-1 T _ osia T S¢—1
LT _/R (xtfl xt—l\t—l) (xtfl xt—1|t—1) F(xtfl xt—1|t—17Pt—1\t—1> dr
n

on déduit immédiatement que :

T
T ~St—1 St—1 _ St—1 ~St—1 ~St—1
/ Tp12;, I <'rt—1 — T -1 Ppl\pl) drey = t—1t—1 T Te1jp-1 (xtfl\t71>
n
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Par conséquent :

T
/ (xtfl - fft—1|t—1) (5’3*1 - Eft—1|t—1> r <xt*1 - f::l\t—p Ptsii\ltq) dryy
n
St—1 ~St—1 ~St—1 T —St ~St—1 T ~St—1 —St —S¢ —S¢ T
= Ptfl\tfl + T g <xt71|t71> — g (xtfl\t71> T (Itfl\tfl> + T (xt71|t71>
. PSt—l ~St—1 —St ~St—1 —St T
= gt ( T qjt-1 — $t—1\t—1> (xt—l\t—l - xt—1|t—1>

L’égalité 4.45 peut alors étre récrite :

m
T
51 st—1 ~St—1 sy ~ASt—1 sy st Pt
E p(selsi—1) piiq (l t—1|t—1+( Te1]t-1 It—ut—l) (‘Tt—l\t—l It—l\t—l) > =P e

st—1=1

qui conduit & :

T
m St—1 St—1 ~St—1 _ St ~St—1 _ St
D e =1 P (Selsi-1) p5 (Pt1|t1 + (xt—1|t71 xt71|t71> <xt71|t71 mt71|t71> )

St
Pt

—s

Pt—l\t—l =

Si on applique alors la phase de prédiction sur la variable x;, on obtient :

St St St
p (e, $tlYo:-1) = pi'T (xt — Tyjr-1- t|t—1>

=St _ =St
Teg—1 = Fstxt—1|t—1
St _ T
e — FStPt 1)t— 1 (Fs ) +GStQG
La correction donne alors :

p (xta St’yO:tfl) = pftr (y Hsrxﬂt 1 HSt t\t 1HT + DStR (D )T) F <xt - /x\:\tt’ ts|1t€>

avec :

St _ ’\Sz St,
Lye = Ty 1+K (yt Hstxt\t 1)

N = H, P Hj, + Dy, R(D,, )"
K = Ppi HT (557

st __ St NSt se\T
tt t\t 1 K Z (Kt)

Algorithme a sélection

Un autre approche possible pour palier ’explosion combinatoire du nombre de densités
gaussiennes consiste a sélectionner a chaque étape un nombre fixé N de densités gaussiennes
en ne retenant que celles de poids les plus élevés. Supposons qu’a l'instant ¢ — 1 la densité
de probabilité de 1’état hybride soit représentée par la somme de N, _, densités gaussiennes
suivante :

kst i ~kyst—1 k,st—1 _
P (T4—1, Se—1|Yo:—1) E Pt— («thl - $t_1|t_17Pt_1|t_1) Vs =1..m
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Le nombre total de densités gaussiennes utilisé est alors égal a :

N = mZNSH

st—1=1

A Tinstant ¢, aprés phases de prédiction et correction, la densité de probabilité devient :

N*t 1 m

2 : § : k,st,5t—1 /\k 1St:8t—1 pk,St,St—1
p (wta 8t|y0t r < t‘t Pt‘t >

k‘ 1 St— 17

et le nombre total de gaussiennes utilisée devient :

m § Stl

st—1=1

Dans cet ensemble, on décide de ne retenir que les N densités gaussiennes de poids les plus
élevés. Ceci conduit & une nouvelle répartition des densités et a une nouvelle valeur du nombre
N, de gaussiennes consacrées a représenter 1’état discret s;. A noter que pour certaines valeurs
de s;, ce nombre peut devenir nul. Apres sélection, la densité de probabilité conditionnelle

s’écrit :
Ny,

k,s ~k,s k,s
P (24, S¢|yo:e) = ZP ‘T ( t|tt Pt\t t)

»St

N . k .-,
ol les nouveaux poids p,””* sont renormalisés afin d’assurer que :

Nsy m

>3t

k=1 st=1
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